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LOGICA RELACIONAL






§ 31

Definicions preliminars

I. DEeriniCcI6 DE RELACI6. — Considerem les funcions prop.:
«x és igual a y»; « gira entorn de y»; «x és menor que y»; « és fill
de y»; «x és doble que y», etc., en les quals cal determinar dos valors
independents per a x, y, si volem arribar a una prop. veritable o
falsa. Anomenem relacions biargumentals aquestes funcions de dues
variables. N’hi ha d’altres amb més arguments: v. gr., «x deu a y
la quantitat z»..... Les relacions s’escriuran ¢ (%, 9), ¥ (%, ¥, 2)....
si volem significar la mateixa relaci6 o funci6 biargumental o tri-
argumental, etc. Qualsevol funcié ¢ (¥, ¥), ¥ (¥, ¥y, 2) determina
una classe de parells d'elements o de triades d’elements..... en lloc
d’individus aillats, determinats per les funcions uniargumentals.
La classe d’aquests parells s’anomena extensid de la relacié con-
siderada, i escriurem % % ¢ (x,y) per aplegar tots els parells per
als quals la funci6 déna una prop. V. Distingirem, doncs, entre
(%) (¥) ¢ (x, ), que, en general, és una prop. F, i ¥ ¥ ¢(x,%), que
és sempre veritable; i direm que els elements a, b sén un parell
de l'extensié considerada propia de la funcié, si ¢ (2, b) és una
prop. veritable; aixo és:

Def. 31.01 a{% Yo (% y)} b= ¢ (a, b). Inotem que, en ge-

neral, ¢ (x, y) és diferent de ¢ (y, x) (vegeu exemples adduits); i,
per tant, l'ordre entre 4, b, no és indiferent. Fem, doncs, la con-
vencié indicada en la definicié anterior, respecte a la substituci6
de x per a, i de y per b; la qual cosa completem amb

b {% Yo (x, )’)} a = ¢ (b, a), prop. diferent de I’anterior; i, na-
turalment, sén diferents
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a{%ﬁq(y, x}}b=q> (b, a).
3{2%¢ (. }a=0(a b).

Amb aquestes definicions hem menat el calcul de les relacions
al proposicional i al de les classes, de manera que no caldra afegir
cap nou axioma ni regla: ens acontentarem, doncs, amb la trans-
cripcié dels teoremes més importants; car, ultra la raé adduida,
una demostracié de tots els teoremes emprats, que sén sempre
els més importants des del punt de vista conceptual, demanaria
demostrar-ne moltissims d’altres amb caracter purament de mitjans,
la qual cosa entrebancaria massa una introduccié.

La construccié de la logica relacional és, fins a cert punt,
semblant a la de la logica conjuntual, com ho palesaran les defi-
nicions i els teoremes segiients.

Relacions generals seran indicades amb P, Q, R, S, T, W, Z;
relacions especials, amb signes determinats, v. gr., < (%, ¥), relacié
de «menor que», 2 (x, y) relacié de «doble que»; i d’altres que anirem
introduint.

Una proposicié d’origen relacional sera designada freqiient-
ment amb x Py; «x té amb y la relacié P», x s'anomena J’ante-
cedent; y, el consegiient, respecte a la relaci6 P. Suposarem,
per tal d’estalviar paréntesis, que P, @, R..... uneixen %, y, més
que qualsevol altra unié logica; aixi, (* Pyv x Ry) equivaldra
a (xPy)v (x Ry), etc.

Existeixen relacions individuals, aixd és, aplicables tinicament
a individus: «x és fill de y», «2 < 4»..... Hi ha, perd, altres con-
ceptes que sén propietats de relacions, v. gr., asimétric, simétric,
intransitiu. Per exemple, «La relacié fill de y és asimétrica i in-
transitivas. «A la relacié doble convé el predicat d’intransitivar.
Aquests predicats de segona categoria seran estudiats més endavant.
Tenen, doncs, un perfecte sentit les expressions (R) ¢ (R), (E R) ¢ (R),
®[9(R)], Ro(R).... (R)¢(R) significa: «Totes les relacions R
posseeixen la propietat ¢». R 9 (R) considera només aquelles rela-
cions que posseeixen la propietat ¢. I é‘q (@, B) és una relacié entre
classes, v. gr., la d’igualtat quant al nombre d’elements, o coordi-
nabilitat biunfvoca. P @ ¢ (P, Q) és una relacié entre relacions,
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per exemple, la d’igualtat quant al nombre de parells d’elements
que satisfan cadascuna de les relacions en particular. Segons la
definicié general, significa:

(a, b) {f-” @ v (P, Q)} (¢, & = ¥ [(a, b), (¢, d)]: una prop deter-
minada.

Segons la teoria de l’extensionalitat, podem escriure:
3102 [p (% N=ry B N=RVo (9N =23¢ (x y)]

Si dues relacions sén satisfetes pels mateixos valors d’elements,
presos en parells, les funcions prop. corresponents sén equivalents
quant a valors logics (signe =), encara que conceptual-psicoldgica-
ment parlant siguin diferents; la qual cosa ens permetrd de subs-
tituir-les mituament. 31.02 s’escriu també més clarament:

31021 (R=S)=[(x*Ry)=,,, (*Sy)].
Ara podem donar una definicié general de relacié (Rel):
31.022 Def. Rei=R[(E¢) € R=2 5 o! (x, ¥)].

Si existeix una funcié elemental ¢ (x,y), el conjunt de tots
els parells que la satisfan és una entitat (logica) R, i la classe de
totes aquestes classes és la relacié en general.

31.023 Def. (R)f(R) = () /[2 9 0! (%, )]; que totes les rela-
cions R posseeixen la propietat f, vol dir que aquesta propietat
és propietat de tots els parells %, ¥, que satisfan qualsevol predicat
individual o.

31.024 Def. (ER)f(R)=(Eq)f[z ¥ o (x, ¥]

(t R) (¢ R) significara «’tnica relacié R que satisfa g»; o 1"inica
relaci6 R que posseeix la propietat g¢; i tindrem,

31025 Def. (tR)(9R)/(tR) (9 R) =
= (ES) {¢R=x (R=9)} &1S.

Valen les mateixes consideracions que en 27.02, 03.

31026 Def. P{o! (R, $)} 0 =2! (P, Q).

1I
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L0 () [ 9=y )]~
>[fZYo (@ NI=F12T % ]

Les propietats de les relacions sén de tipus extensional.

LI (X)) B EN=r@EN=ET(E9)=29 x (r.9)]

31130  (ER)f(R)=TR7(R).

31.140  (R) f (R) — f (S). Aquestes darreres férmules sén
correlatives amb les férmules ben conegudes del calcul funcional.
La primera vol dir que: «Si existeix una relaci6 R que posseeix
la propietat f, aixd equival a l'afirmacié que no a totes les relacions
convé la negaci6 de f» La segona és l'axioma (x) F (¥) - F (y)
aplicat a la teoria de les relacions: «Si totes les relacions posseeixen
la propietat f, es dedueix que la tindrd una relacié qualsevol S.»

31150 | (R) (S)f (R, S)=(S) (R f (R, S).
31160 |- (R) f (R) & (R) g (R) =1 (S) & g (S).
3L170 (R =S)=(g) [g! (R — ¢! (S)].

IT. OPERACIONS RELACIONALS.

31.03 Def. RES = (x) (y) [x Ry >xSyl. Operacié-subsump-
ci6: la relacié R es troba inclosa en la S si tots els parells #, y, que
satisfan R satisfan igualment S. Si R és, per exemple, la relacié
«doble que», i S la de «menor que», tots els parells z, y, que satis-
fan la primera, satisfan la segona.

31.04 Def. RAS=2%[xRy&xSy]. Operaci6-comunica-
cié: comprén tots els parells %, y, que satisfan alhora ambdues
relacions.  Si, v. gr., R és la relaci6 « és professor de y» i S la de
« és amic de y», R A S enclou tots els x que sén alhora professors
i amics dels y. :

3105 Def. Rw S =279 [x RyvxSy]. Operacié-reunié:
aplega tots els parells (molt més nombrosos que els anteriors) que
satisfan almenys una de les dues relacions.

31.06 Def. - R=17% 9 (xRy). L'operacié-negaci6 aplega tots
els parells x, y, que no compleixen la relaci6 R. Si R és la re-
laci6 <, = R comprén tots els parells de nombres naturals en els
quals el nombre antecedent és major o igual que el consegiient.

I2
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3107 Def. R+- S = R A& = S. Operacié-complementaritat,
que aplega tots els parells de R que no satisfan S. Si R, S sén
les relacions <, doble que, R-=— S comprén tots els parells de
nombres naturals que tenen un antecedent que no és doble que el
consegiient.

III. REPRESENTACIONS GRAFIQUES. — Hi ha tres métodes de
representar graficament les relacions, molt aprofitables i aclaridors,
si el nombre dels parells és finit: @) llista dels parells, ) esquema
vectorial, ¢) esquemes matricials.

Una relacié resta totalment definida si tenim tots els parells
que formen la seva extensi6, donats amb l'ordre propi per a fer
valida la funcié prop. corresponent, puix que les relacions només
s6n classes biargumentals, i ens trobem en logistica extensional.
Sigui, per exemple, D la relacié « és deixeble de y», i considerem
dins una universitat un curs determinat. Si sén 4, B, C, F els
professors, i a, b, ¢, 4, e, f....., @1, by, ¢y, @y, @y, by, Cpe.., €ls dei-
xebles, la relacié dita resta definida escrivint tots els parells de
prop. veritables del tipus aD 4, aD B, aD C..... (suposant que a
és deixeble de 4, B, C, F), etc.

La representacié vectorial empra punts i fletxes o vectors que
surten d’ells, unint els punts relacionats amb la relacié especial
considerada. Aixd pressuposa que pel métode anterior coneixem
cls parells ordenats. Sigui G la relaci6 definida pels parells a G b,
aGe, aGd, aGe, bGf, eGg eGh, gGi, gGk, gGl, I'esquema
vectorial serd el de la fig. 3:

L’esquema tradueix, per exemple, una relacié de descendéncia
dins una familia determinada, tot comengant
en un predecessor fix. Els vectors simbolit- .8
zen la relacié « és pare de y». / l\\

El tercer métode de simbolitzaci6 és el & o7 . 2
matricial. Emprem un esquema amb dues l i\

coordenades; en ambdues escriurem tots els & °h
elements deslligats. En el lloc d’interseccié i / l\
escriurem un signe especial, v. gr.. v, si entre .

els elements corresponents existeix la rela- 4 R
ci6 considerada; i no escriurem res, si no Fig. 3

13
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existeix. L’esquema matricial de la relacié considerada darrera-
ment és:

R

>abcdefghikl

a| |v|v|v|v e

b v

c

a

e v|v

1

4| viviy
Fig. 4

La diagonal principal enclou els parells aa, &b, cc..... Els
llocs que es troben simétrics a la diagonal principal s’anomenen
conjugats. Comprenen els parells @ b, ba, ac, ca..... si existeixen
en la relacié considerada.

Representem una altra relacié H, definida, b

a) llista de parells: aa, ab, ba, be,

dc, e b.
b) esquema vectorial.
ae
54 8

Notem els vectors circulars, que repre- e
senten la relacié que un element té amb ell
mateix (v. gr., la relacié d’igualtat), els vec-

tors dobles (relacions directes amb inverses)

i vectors unidireccionals. De tots anirem ¢
parlant. Fig. 5
¢) Esquema matricial:
R Convé de fixar una de les dues direccions com
> a b cd e acorresponent als elements de la variable inde-
alviv pendent: antecedents. L’altra, per tant, restari
blvl Iy per als consegiients. Suposarem que la vertical
¢ és la dels antecedents.
d v Amb els tres meétodes podem representar les
el |y operacions relacionals definides. R € S demana-
ra que tots els parells de la llista de R es trobin
Fig. 6 en la de S. La llista de R 4 S només aplegara

14
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els parells repetits en les de R, S, i amb ells podrem fer una
llista nova i representar-la vectorialment o amb matriu. La llista
de Rw S aplegara tots els parells d’ambdues llistes, traient només
les repeticions. La llista de = R enclourd tots els parells que
faltin en la de R; i, per tltim, la de R = S aplegara tots els parells
de R, després d’haver tret els de S. Siguin dues relacions M, N
definides: M (@a, a b, ac, ba, bd); N (a b, be, cd, cc); no existeix
ni MEN, niNCEM: MAN = (ab); MuN=(aa, abd, ac, ba,
be, bd, cc, cd); M=—N=(aa, ac, ba, bad): -~ M= (ad, b},
be, ca, cb, cc, cd, da, d b, dc, dd) suposant que el tipus com-
plet aplega totes les combinacions binaries amb repeticid, respecte
als elements a, b, c, d.

IV. TEOREMES MES IMPORTANTS. — Sén correlatius amb els
de la ldgica conjuntual. Enumerem els segiients:

311 [RES&SCRI=() (y)[xRy==xSyl.
31111 - [RES&SECR]=(R=2S).
31.12 — RESE&SCT—>RCT.

31.13 M RCS&xRy—>2xSy.

31.14 WmFRCS—>[RATCESAT].

35 —(R=S)—>[RAT=SAT]
3116 H(R=S)—>[TER=SCT)
31.17 F(R=S)-»[TCR=TCS].
31.18 WFRAR=R.

31.19 —RAS=SAR

3120 —(RAS)AT=RA(SAHT).
31.21l - Rw R=R.

3122 - Rw S=Suw R

31.23 W R [RAS]=R.

31.24 W RA[RwW R]=

3125 F(RAS) W (RAT)=RA(SwT).
3126 -(RwS)A(RwT)=Rw (SAT).
3127 —(PER) & (QCS)~[(Pw Q)€ (Rw ).
3128 = (=R)=R

31.29 - RES=_-SC~-R.

31.30 - RC-S=SC-R

15
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3131 F(R=S)=(~R=-=025).
3132 - (RAS)=-=-Rw =S.
3133 FRAS=-=(=Rw=0S).
31.34 — (x, y) 2 (Rw — R) y.

3135 + (v, 9) {x R=R)y}.
31.36 i~ (R) f(R)=(R) f (= R).
3137 —(ERf(R)=(ER)f (= R).

V. RELACIO UNIVERSAL I NUL-LA. EXISTENCIA DE RELACIONS.
— Les definicions i teoremes sén ampliacié dels corresponents de
la teoria de les classes:

Def. 3108 V =25 {(x=1x) & (y =9}
Def. 31.081 A =~ V.

Def. 3109 E R = (E x, y) (x Ry).

310 - (%) B) o (x 9= (29 ¢(x 5 = VI
3141 WmRA-R=A.

3142 - Ru~R=V.

3143 WRAV =R

3144 -Ruw A =R

3145 - Rw V =V. )

3146 - RECS=[R-S= Al

3147 - RES—>[EIR—-E!S].

I d’altres que es formulen facilment, esguardant els teoremes
de la logica conjuntual.

Per a completar el parallelisme, quatre definicions més:
Def. 31010 "% =25 {(R) [Reh—2x Ryl}.
Def. 31011 s'A=%25% {(ER)&Re)A&xRy]}.

Si A és una classe de classes biargumentals, és a dir, si els
elements de A sén relacions P, Q, R, S....., s'anomena producte
relacional PAQ A R A S A....., una nova relacié que només aplega
els parells x, ¥, que satisfan alhora totes les relacions. Aquesta
relacié és designada amb p’A. La suma Pw Qu Sw Rw.....

16
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és una nova relacié §’ A, que es satisfa amb qualsevol dels parells
que compleixin almenys una de les relacions elementals.

Def. 31012 RI=XR{A=R(REP)}.
Def. 31013 Rl ex = AR{1\=R(REP&EIR)}.

La primera defineix la classe o conjunt de totes les relacions
parcials existents incloses en la relacié total P, comptant-hi la rela-
ci6 nulla; la segona, excloent-la.

§ 32
Generalitzacio de la teoria dels tipus ldgics

Amb la introduccié de funcions amb dues o més variables in-
dependents se’ns imposa una nova tasca: la classificacié dels tipus
relacionals, molt més complicada que la de les funcions uniar-
gumentals.

Hem de considerar ara el tipus dels antecedents i el dels con-
segiients, que, en ¢l cas més elemental, seran individus, tipus ¢ (0)
o bé classes #(1), £(2).....; i, d’altra banda, per a classificar els
tipus de les relacions de relacions caldra parar esment en quatre
variables.

Suposem, doncs, que el tipus dels antecedents és ¢ (m) i el dels
consegiients ¢ (n); aleshores direm que la relaci6 és del tipus £ (m, n).
Aqui resten compresos els tipus #(0, 0) (tipus d’'una relacié entre
individus, v. gr., les de menor que, fill de, doble que, amic de.....);
¢ (01), tipus d’una relaci6é entre individus i classes de primer ordre,
v. gr., la relacié ¢, la de ciutada de.....; £(02), tipus d’una relacié
entre individus i una classe de segon ordre, v. gr., la de membre
del Consell directiu d’una societat de societats.....; £ (10), és el tipus
d’una relaci6 entre una classe i els individus; ¢ (11), ¢ (12), ¢ (21).....

Suposem ara que els membres d’'una relacié sén també rela-
cions (relacions de tipus inferior a la considerada, com direm).
Eixamplem la regla anterior.

17
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Prenguem tots els tipus totals de les relacions considerades
com a noves unitats, que designarem, v. gr., £ (mn) amb £&, £ (g )
amb ¢7v; direm que la relacié total serd del tipus #[En]. Per
exemple, si els antecedents d'una relacié sén del tipus ¢ (0), aixo
és, individus, i el tipus dels consegiients sén relacions del tipus £ (02),
el tipus total serd £ [0 (02)]. Si els tipus inicials sén £ (11), £ (22), el
tipus total sera #[(11) (22)].

Una relacié entre relacions és, per exemple, la d’«igualtat es-
tructuraly entre les relacions — doble que i pare de — que sén
ambdues, com veurem, asimeétriques, intransitives. La relacié €
«inclusié entre dues relacions», és del tipus ¢ [(00) (00)]. Exempie,
la relacié d’inclusié entre les relacions major que i doble que.
La relaci6 d’inclusi6é entre la classe dels fills i la classe dels pares
és del tipus £ [(01) (11)]. En canvi, la relacié total d'inclusié entre
dues relacions, «la primera, d’inclusié entre la classe dels fills i la
dels pares, i la segona, d’inclusié entre la classe dels deixebles
i la dels mestres», és del tipus total £[(11) (11)], etc. Les rela-
cions \/, A so6n del tipus ¢ (00); e del tipus £ (01); C del tipus # (11).....

Suposem ara que els elements d’una classe tinguin el tipus ZE;
la classe tindra el tipus superior #(£). Quan tractem d’elements
individuals i classes corresponents a funcions uniargumentals, aixo
ja no ens diu res de nou: és el pas de ¢ (0) a ¢ (1), de £ (1) a £ (2).....
d’individus a classe individual, de classes individuals a classes de
classes, etc. Suposem, perd, que els elements inicials sén relacions
d'un tipus ja determinat, v. gr., ¢(00), #(10), #(11), #(33)...., 1
formem amb totes les relacions del tipus £ (00), esguardades com
a clements, una nova classe. Farem el mateix amb totes les re-
lacions que tinguin el tipus #(01)..... Direm que el tipus de la
classe total, formada amb relacions com a elements, totes de
tipus ¢ (00), és el mateix del tipus superior ¢ ((00)); la classe dels ¢ (11)
tindra com a simbol del seu tipus, # ((11)), etc.

¢ ((00)) és el tipus d'una classe que aplega totes les relacions
individuals (x fill de y, ¥ menor que y, x amic de ¥.....); # ((11)) és
el tipus d'una classe que recull totes les relacions entre classes de
primer ordre, etc.

Encara podem bastir tipus superiors més complicats. Una
relaci6 que uneixi relacions del tipus #(00) (com a antecedents)

18
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amb una classe de relacions individuals, tipus ¢ ((00)) que faci l'ofici
de consegiients, sera del tipus £ [(00) ((00))]. En coneixem ja dos
exemples p, 5. En efecte: p és una relacié que aplega, com a an-
tecedents, un nombre determinat de relacions individuals, i, com
a consegiient, la classe formada amb tots els parells comuns a les
relacions dites.

Formulem ara, en tota la seva amplaria, la regla d’ordre entre
els tipus logics.

32 A) Regla primdria dels tipus logics. — «Els valors d'una
variable independent d’una funci6 proposicional determinada han
de pertanyer tots al mateix tipus.»

Aplicacions:

32 Aa) Tots els elements d’una classe determinada han d’ésser
del mateix tipus, puix que una classe és l'extensi6é propia o conjunt
de valors d’'una funcié prop. Naturalment que els elements d'una
classe « i de la seva complementaria — « han d’ésser del mateix
tipus.

32 Ab) Tots els antecedents d’'una relacié determinada, i,
per llur banda, tots els consegiients, han de pertanyer al mateix
tipus: no cal, perd, que el tipus dels antecedents sigui el mateix
que el dels consegiients. El tipus d’una relacié complementaria — R
ha d’ésser el mateix que el de la relacié originaria R.

32 Ac) Una classe no és un element d’ella mateixa; ni una
funci6, valor especial d’ella mateixa; per tal com, si la classe és
del tipus ¢ (£), solament poden ésser elements seus els del tipus ¢,
i, essent ¢ (&), £ £ diferents, la classe no pot ésser un argument d’ella
ni un argument de la seva classe complementaria.

Anomenarem ara categoria d'un objecte un nombre determinat
en funcié del tipus logic al qual pertany.

El nombre propi d’una categoria és la major de les sumes que
s’obtenen sumant a un dels nombres inclosos en l'expressié nu-
mérica del tipus, el nombre dels paréntesis dins els quals es troba,
menys una unitat, si comencem designant amb ¢ (0) el tipus d’un
individu i volem que la seva categoria sigui zero. Convinguem
en aix¢ i tindrem, v. gr., ¢(3), categoria 4; ¢(04), categoria 5,
t [(00) (23)], categoria 5; #((01)), categoria 3; ¢[(0 [1 (01)])], cate-
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goria 5, etc. Notem que la mateixa categoria numérica pot ésser
realitzada per diversos tipus.

32 Ad) La categoria numérica de l'individu és zero, 0. La
d’una classe és sempre major en una unitat que la dels seus elements.
La d’una relacié és sempre major en una unitat que la dels seus
membres més alts.

Entre les operacions i definicions que hem estudiat trobem
les segiients categories:

1) Classes (una variable independent).

Categoria minima 0: qualsevol individu a, b, c.....

Categoria minima 1: \/, A.

Categoria minima 2: Cis.

2) Relacions (funcions amb dues variables). No existeix,
naturalment, la categoria minima zero, puix que la relacié més
elemental és sempre una classe de parells d’elements.

Categoria minima 1: \/, A: tipus £ (00).

Categoria minima 2: €, ¢[(00) (00)]; e, ¢(01); C, £(11).

Categoria minima 3: CI, ¢(21); p, s, £ (12); p, §, ¢[(00) ((00))];
RI, ¢ [((00)) (00)], etc., etc.

32 Ae) Ambigiiitat sistematica. — Si «, B son dues classes
de primera categoria i %, A dues altres de segona, i suposem que «
estd inclosa en § i que % es troba també inclosa en A, segons la
regla de distincié entre els tipus logics, no podriem escriure amb el
mateix signe @ C @ i » C A, car, en aquest cas, la relaci6 C tindria
unes vegades com a antecedents classes de primera categoria;
d’altres, classes de segona, la qual cosa no és permesa; i el mateix
dirfem respecte a les classes de categories superiors. Adaptant,
doncs, el nombre dels signes a la teoria dels tipus logics, hauriem
d’escriure diferentment cadascun dels signes que representen opera-
cions C, A, w, N, V....., o definicions V, A, \, f\, Clp,s,9, 5.
segons les categories numeériques dels elements emprats. Aixi,
zC, B, »CyAh...., etc. I no ens bastarien pas els indexs simples,
siné que caldria emprar-ne de vegades d’altres de molt complicats.
Per exemple, si voliem escriure curosament la relacié de subsumpcié
entre classes del tipus ¢#[(0[1 (01)])] caldria escriure aquest index
al costat de C, car aquesta relaci6 és diferent de les anteriors.
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Notem, perd, que les lleis que valen per a cada espécie di-
ferent de C (i el mateix dirfem dels altres signes) sén completa-
ment semblants. Abreujarem, doncs, enormement el tecnicisme
dels signes a emprar, si no designem signes especials per a cada
categoria numeérica respecte a la mateixa operacié o definicié C,
siné que emprem sempre sense index el mateix signe C. Conse-
gilentment, qualsevol dels teoremes de la teoria de les classes i re-
lacions equival a molts, tants en nombre com siguin les categories
dels elements emprats. V. gr.: el teorema aCp &BCy—>aCy
és un teorema diferent si I'apliquem a classes @, §, y de primera
categoria, a classes de segona, tercera..... Escrit, doncs, el teorema
amb el signe C, és ambigu, car representa, sota una forma aparent-
ment tnica, una pluralitat nombrosissima de férmules diferents.

D’aixd es dedueix que aquests signes escrits en la forma em-
prada no posseeixen cap tipus determinat; amb tot, aquestes di-
verses significacions del mateix signe es redueixen totes, quant a
llurs propietats, a les del tipus inferior.

La importancia teorica d’aquestes teories ha minvat molt, com
veurem més endavant.

§ 33

Funcions descriptives

Fins ara hem tractat gairebé sempre amb funcions proposi-
cionals, aixd és, amb funcions que per a cada valor de les varia-
bles menaven a una prop. veritable o falsa: com « és home», w és
major que y»..... Ara hem de considerar una altra classe de fun-
cions, les objectals (Gegenstandsfunktionen, descriptives functions
de Pr. Math.), les quals per a cada valor de la variable indepen-
dent menen a un objecte. Per exemple, «L’autor de I’'obra y»; per
a ¥ = Quixot, Lo Somni, Faust, Iliada....., la funci6 ens mena a
un objecte, a Cervantes, Bernat Metge, Goethe, Homer. En ma-
tematiques trobem nombrosos exemples en la teoria de les funcions:
% + 1/, és una funci6é objectal, car per a x =0, 1, 2, 3..... mena
als objectes 1/, 1 +1/;, 2 + 15, 3 4 1/, etc., que no sén propo-
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sicions. Sinx és una funcié objectal, car, per a diversos valors
de x ens mena a diversos objectes: «pare de y», ¢«el maxim de la
funcié f(x)», etc., sén exemples, entre moltissims, de funcions
objectals. S’anomenen també funcions descriptives, puix que ens
descriuen un objecte sense anomenar-lo; i, com es veu en els
exemples adduits, una funcié no és objectal si entre l'objecte
descrit i el valor de la variable no existeix una relacié (o rela-
cions), i la preséncia d’aquesta relacié amb el seu caire propi de-
clara, sota un angle original, l'objecte. Aix{, la igualtat 1 =1

és una trivialitat; perd no ho és sin % = 1; car la funcié objectal

sin x declara la unitat sota un punt de mira nou. Naturalment
que si les funcions objectals ens declaren els objectes deslligats,
no ens els presenten pas com a elements absoluts, siné que cal
esguardar-los com a antecedents de les prop. per tal de relligar
totes les nostres recerques amb el calcul proposicional, que és el
fonamental de la logistica.

La definicié general d'una funcié objectal és:

Def. 3301 R 'y = (v2) (x Ry). R’y significa o mena a
dinic ¥ que té amb y la relaci6 R». Consegiientment, si no
existeix cap element x que digui amb y la relacié R, o, si n’hi ha
més d’un, totes les prop. sobre R’y seran falses; prop. que tindran
evidentment la forma ¢ (R’ y). Si R és la relaci6 «autor de I'obra y»,
totes les prop. sobre l'autor de l'obra y, seran falses si ’obra
ha estat feta en coMaboracié. V. gr.: és falsa en aquest cas la
prop. «L’autor de l'obra y és america». Si R és la relacié «fill
de y», totes les prop. sobre ¢el fill de y» seran falses, si y no té
fills; si R és la relacié arc sin x, les prop. sobre l'arc el sinus del
qual és x, seran falses, car per a qualsevol sin x corresponen molts
arcs amb el mateix sinus.

Notem ara, quant a simbolica, que les funcions proposicionals
s’escriuran f (y); les objectals, R’y.

En el calcul de les classes hem emprat ja funcions objectals.
Sén, entre altres, p’, §', Cl', ', s’, RI' P,

Un objecte pot ésser descrit mitjancant dues o més relacions
subordinades, v. gr., «l pare de l'autor de I'obra x», ¢l quadrat
del sinus de x». Definirem, en general:
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Def.33.02 R'S'y=R'(S"y) = (%) (* Ry) [(+%) (x Ry) Sy].
Es clar que les prop. sobre R’S’y demanaran dues condicions
d’unicitat i existéncia respecte a les dues relacions R, S. No cal pas
advertir que, en general, R’ S’y és diferent de S" R’ y. I, semblant-
ment, definirem funcions objectals amb tres o més relacions. Els
teoremes segilents es basen en els d’unicitat exposats en el § 27, II.

Teoremes importants:

3Bl - (R RN=ED{(xRy) = (x= 1)} &/
(Vegeu 27.02.)

3312 —E!R'y & (2) 9(z) >0 (R ¥). Si existeix Iinic que
té amb v la relacié R, i tots els elements z del seu ordre posseeixen
la propietat ¢, la posseira ell també: aixd és, la unicitat no fa perdre
els altres predicats.

3313 F(x=Ry)=[zRy) =, (¢=12)]. Si existeix 1"inic
respecte a y segons R, qualsevol altre z que tingui amb y la ma-
teixa relacié és idéntic amb .

33.14 {E IRy & (y= z)} — (R'y = R'z). La identitat
manté la unicitat.

3315 FEIRy—>{@=R3)=@R y)}. Si existeix I'tnic
que té amb y la relaci6 R, se’'n dedueix que afirmar que a ho és,
equival a dir que a posseeix aquesta relaci6 amb y. Aquesta prop.
no és una trivialitat, puix que no val la inversa. Si és verita-
ble @ Ry, no se'n dedueix sempre que existeixi ['#nic que digui
amb y la relaci6 R. Si a és l'autor del Faust, aixd equival a dir
que escrivi el Faust; perd de la prop. « habita a Barcelona» no
podem deduir «que @ sigui I’habitant dnic de Barcelonan. Notem,
per dltim, que sempre cal saber per endavant si val] E! R'y, si
volem que sigui veritable la prop. (¢ = R’y)= (a Ry). Sino ens
consta lexisténcia del R’y, solament és sempre vilida la impli-
caci6é general,

33.16 H(®)[xRy==xSy]>[E! R"y=E!S'y].

3.7 1 () [R'y=5'y1={0) [(E! R'y) & (R =S)]}-

33.18 —E!P'Qz—E!Q 2.

Si existeix el pare de l'autor de l'obra y, se'n dedueix «que
existeix l’autor de l'obra y» (amb existéncia logica, almenys).
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§ 34

La inversa d’una relacié. Relacions simétriques i asimétriques.

I. LA INVERSA D'UNA RELACIO. — Si R és una relacié que
uneix un determinat nombre de parells d’clements en un ordre
determinat, la relacié que existeix entre els mateixos elements
en un ordre invers s’anomena relacié inversa; i la primera, directa.
Si R és la relacié <, entre els parells 1,2 9 S0a g la seva
inversa sera > : 2> 1:83> 2:4> 3., etc. La inversa de
la relacié «pare» és la de dfilly; la de doble, meitat; la d’abans,

després. La inversa de R s'escriu R. R pot ésser descrita amb
una funcié objectal; car, com es pot demostrar, qualsevol relacié R
(amb dues variables) té sempre solament una inversa. En aquest

aspecte, Iké sera designat amb Inv’ R, da inversa de R». Tenim,
doncs, dues notacions per a la inversa d'una relacio, ILé i Inv' R.
Def. 34.01 R=3%% (y Rx).

Def. 3402 Inv = @ p {(x) W [(xQy)=@wP x)]}.

Teoremes:

34.11 - [QInvP & R Inv P)— (Q = P).

34.12 x:U)yEny.

34.13 — E! Imv' P. Qualsevol relacié té una inversa.

.14 - (P=Q) =P = é). Dues relacions sé6n idéntiques
si ho sén llurs Inv.

34.15 |- B_p 1Is inversa de la inversa d’una relacid és
la mateixa relacio.
\J

34.16 (P = Q)= (0 = D).
34.17 - PCcQ=Pcy.
34.18 - PCEP=Pco.
34.19 - EIP=E|D.
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3420  (P)f(B)=(P)}(P).

3421 — (EP)j(P)=(EP)}(P).

3422 — Inv' (P & Q)=Im' P A Inv' Q.
3423 —Inv' (Pw Q)=Imv'Puw Inv' Q.
MU =P A=) [(xP)=(E=19)]

Per a la representaci6é grafica notem que la llista dels parells
propis de R sobté de la de R invertint l'ordre dels elements.
L’esquema vectorial de R surt del de R, invertint la direccié dels

vectors. L’esquema matricial de R s'obté del de R, invertint les
dues parts simétriques respecte a la diagonal principal.

II. RELACIONS SIMETRIQUES I ASIMETRIQUES. — Una relacié R

s’anomena simeétrica si R i R s6n una mateixa relaci6; aixd és,
es realitzen ambdues entre els mateixos parells de valors i en el
mateix ordre. En sén exemple la relacié d’igualtat; si val a = b,
val b = a; la d’immediacié, la d’camicy. I notem que, en les re-
lacions simétriques, el mateix signe val amb els termes invertits.

Una relacié R s’anomena asimétrica quan ﬁ, R s’exclouen; de
manera que, si amb un parell d’elements, 1'una déna una prop. ve-
ritable, l'altra en donara una de falsa; d’aquf la necessitat d’emprar
per a les relacions asimétriques dos signes diferents. Exemples:
La relacié <, la seva inversa és >; si val 1 <2, no val 1> 2,
sin6 2> 1; la de «pare de», la inversa de la qual és «fill de»; la de
«doble que», inversa «meitat quey. En una relacié asimétrica mai
no es troba un mateix parell d’elements que, amb el mateix ordre,

satisfaci R i K. En canvi, en les relacions no-simétriques de ve-
gades la inversa i la directa es realitzen en un mateix parell en
el mateix ordre. De vegades, perd, no es déna aquest cas. N'és
un exemple la relacié «y no és major que x». La directa i la in-
versa es poden realitzar entre els mateixos elements. «l no és
magjor que 1y, 1 < 1y; i «1 no és menor que 1», «1 > 1. La relacié

egerma de» és també d’aquesta classe; car, si a és germa de b,
podra ésser que b sigui germa de 4, o bé que b sigui germana de a.
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Les definicions técniques sén:
Def. 34.03 Sym = R (RC R).

Def. 34.04 As= R (RC = R).
Notem que no cal demanar per a les relacions simétriques

R (ILé = R); car, segons 34,18, val RCR= RCR.

Quant a representacions grafiques, la llista d’una relacié si-
métrica enclou amb parells del tipus a b, els de ba. L’esquema
matricial posseeix solament vectors dobles o circulars; I'esquema ma-
tricial és simétric en relacié amb la diagonal principal. Si un lloc
¢és ocupat, també ho sera el seu conjugat; en canvi, en una relacié
asimétrica, el lloc conjugat respecte a un altre d’ocupat, és buit;
els vectors no sén dobles.

§ 35

Funcions pluriobjectals dins una relacié

I. FuNc16 PLURIOBJECTAL (o funci6 descriptiva plural, segons
Pr. Math.). — La funci6 objectal R’ ¥ no menava siné a un objecte
(el descrit) per a cada valor de y, aixd és a saber, a «'objecte que
deia amb y la relaci6 R». Anomenem ara aquestes funcions wi-
objectals. Sigui ara § una classe d’elements, R” § sera una funcié
que menard a una altra classe d’objectes, aixd és, «ls que tinguin
amb un qualsevol de { la relaci6 R». Per exemple, la classe g
aplegui com a elements els articles dels volums de I’Enciclopédia
Espasa, i sigui R la relacié «autor de; R" 3 descriu o determina
un nou objecte, «la classe dels autors dels articles indicatsy. Si ¢
¢s la classe dels dfills» i R la relacié de paternitat, R” ¢ determina
un nou objecte, la classe dels pares. La classe § pot encloure un
sol element, i aleshores escriurem R”y, si és un element indeter-
minat, o R"a, si és determinat. En els casos anteriors, R” a de-
terminara la classe o el conjunt dels autors de I’article 4; classe
que, naturalment, podra encloure un sol individu (o cap, classe
nula), car en la definici6 de classe 26.21 no hem demanat pas
que existis almenys un individu, siné solament que hi hagués una

26



LOGICA RELACIONAL

funcié prop. ¢, la qual potser significa una propietat que no convé
a cap individu, v. gr., @mo ésser idéntic amb ell mateix», «sser un
cercle quadraty, «ésser solucié de x% + 1 = 0 dins el camp realy, etc.
En canvi, R’y demanava, segons 33.01, l'existéncia d'un element
tnic. La raé d’aquesta diferéncia és la comoditat matematica;
car exigir per a R"( lexisténcia d’una classe amb un element
almenys, ens obligaria a tractar el zero d'una manera diferent que
els altres nombres cardinals 1, 2, 3....., la qual cosa destorbaria
la uniformitat convenient; encara que, essent definicions, tenim
plena llibertat per a posar noves condicions.

Sigui ¢ la classe formada amb dos elements (5, 6), i R la
relacié «menor que», dins els nombres naturals; aleshores, R" ¢,
o sigui R" (5, 6), determina una classe composta dels elements
1,2, 8, 4. Si @ és la classe de les fraccions donades per la formula
1
28

1—— (n=1,2, 3, 4,1 R la relaci6 «menor que», aleshores la

. gt e 1 .
funcié pluriobjectal R" 8, o sigui R” (1 ——EE), determina una classe

de fraccions que comprén totes les fraccions propies menors que
I8S i 10
g 4" 8 18
aleshores a R y; de manera que @ pot ésser anomenat l'antecedent
de y, segons R. Les segiients funcions descriptives determinaran
classes que ens serviran per a estudiar els elements logics cons-
tituits de les relacions.

Prenguem ara com a punt de referéncia una classe de classes x
en lloc d’una classe senzilla de primer ordre com l'emprada R"§,
i definirem R’ % dient que és una classe que aplega totes les
classes que tenen la relaci6 R amb qualsevol membre de » i alhora
la relacié e amb =x.

Sabem que R’y determina un sol element, a, i val

II. ANTECEDENTS I CONSEGUENTS D’'UNA RELACIO. — La

—
funci6 pluriobjectal R’y determina una classe d’elements, tots
els que tenen amb y la relacié R, aixo és, els antecedents de y

-
segons R. En canvi, R’ x determinard la classe dels y que diuen
amb x la relaci6 R, aixd és, els consegiients de x segons R. Si R
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-
és la relaci6 <,iy és 5, <'5 aplega els nombres 0, 1, 2, 3, 4; i
-
si # és 2, <’2 comprén els nombres 3, 4..... Si R és la relacié
— <
de pare a fill, R’y és la classe dels pares de y; R’x, la dels fills

-“—
de x. Sin’x determina la classe dels arcs el sinus dels quals és x,
aixo és, els valors de la funcié arc. sin x. Les definicions correctes

son:
Def. 35.01 R'y=3% (x Ry).
-~ S — <
Def. 35,02 R'x=7% (xRy). Iels signes R, R es defineixen,
Def. 3508 R = &
-
Def. 35.04 R

Def. 35.05 R"p=2[Ey) &yep & (x Ry)).

- e
Per tal de designar la relacié entre R i R, entre R i R, aixd
és, la relaci6 entre els antecedents i la mateixa relacié en conjunt,
la relacié entre els consegiients i R, escriurem sg (abreviacié de
sagitta) i gs, aixd és:
AA =
Def. 35.06 sg=A R (4 = R).

Def. 3507 gs=A R (4= ?E_)

Aquesta definici6 ens permetra d’ometre la fletxa sobre rela-
cions massa llargues, quan voldrem expressar la classe dels ante-
cedents o la dels consegiients.

Notem que si R és una relacié homogeénia, aixd és, en la qual

“~— =
els antecedents i consegiients siguin del mateix tipus, R i R no

sén homogenis, car refereixen una classe (la dels antecedents o la
dels consegiients) amb un individu (de la classe dels consegiients
o de la dels antecedents).
Teoremes:
e
3Bl - (R=S)=(R=2S).

“«—
35.02 |- (R=S)=(R=S). Aixd és, si dues relacions R, S
tenen els mateixos antecedents o consegiients, sén idéntiques.
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—
35.13 xeR' y==xRy.

P

35.14 —yeR x=xRy. Aix0 és, que » pertanyi a la classe
dels antecedents de y segons R, equival a afirmar que entre =z, ¥
val R; i, semblantment, per als consegiients.

— -«
3515 xeR y=yeR x Sixésun dels antecedents de y
segons R, y és un dels consegiients de x, segons R.

- —_ - i

3516 —(RC€S)—> (RRyCS'y) & (R xCS x). Sila re-
laci6 R es troba dins la S, se’'n dedueix que els antecedents de y
segons R, es troben enclosos en els antecedents de y segons S; i
el mateix s’esdevé amb els consegiients.

-

3517 (4 sg R)=(4 = R).

3518 (4 gs )=(4 = R).

35.19 —R=sg R

<
3520 |- R=gs" R.
= —

3521 [sg (RAS)Iy=RynSy.

3522 g’ (RAS)] 2= i;x ﬁfS_’x. I les dues lleis sem-
blants per a W.

Declarem amb un exemple les dues darreres lleis. Sigui R
la relacié « és nombre primer amb w»; S, la de >, i sigui y el
nombre 10. Aleshores, 35.21 diu: La classe dels antecedents de 10,
segons la relaci6 composta R A S, sén els nombres naturals que
pertanyin alhora a les dues classes determinades pels antecedents
de 10 segons R i segons S, aixd és, la classe dels nombres primers
amb 10 i ensems menors que 10; sén (1, 3, 7). Solament aquests
nombres compleixen ambdues condicions o relacions R, S. Es molt
senzill d’acomodar aquest exemple per a 35.22. Notem que en la
part esquerra hem escrit ¢, i en la dreta O; car en aquesta es
tracta de classes; en aquella, perd, de relacions. Ja podem entre-
veure com amb el simbolisme introduit podrem copsar els mati-

sos més fins de lestructura de les relacions i nocions matema-
tiques.
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III. PREDOMINI, POSTDOMINI I CAMP D’UNA RELACIO. — Si R
€s una relacié, el predomini de R (Vorbereich, dels logistics alemanys;
domain, dels anglesos) D’ R, és la classe dels termes que fan I’ofici
d’antecedents amb un altre element qualsevol. El postdomini (Nach-
bereich, converse domain) Q' R, és la classe sencera dels termes
que fan l'ofici de consegiients. El camp de R, C'R, és la suma
(operacié) d’ambdues classes D’ R i @’ R. La relacié R serd ho-
mogeénia, si ambdues classes sén del mateix tipus: en cas contrari,
inhomogénia. Per tal que existeixi el camp de R, C’' R, aixd és,
per tal de poder fer la suma conjuntual, D’ R 0 Q' R, cal que
ambdues classes siguin del mateix tipus; amb altres paraules, que R
sigui homogénia.

Quant a la representacié grafica, notem que el predomini
comprén tots els punts d’on surten els vectors, i el postdomini
tots els punts vers els quals es dirigeixen els vectors; per tant,
punts amb vectors circulars pertanyen al pre i al postdomini.

Les definicions técniques sén:

Def. 35.08 D'R=2%[(Ey) & (x Ry)).
Def. 35,09 Q' R=17%[(Ex) & (x Ry)].

Def. 35011 C'R=2{(Ey)&[xRyvyRx} =D’ RUQ'R.
Def. 35012 D=a R{a=%[(Ey) & x Ry},

Def. 35.013 Q=8 R{p=5[E2 &xRy]}.

Def. 35014 C=FR{y=2[(Ey) ¢ (x RyvyRx)}.

Encara ens manca una definicié que expressi la relacié entre
un element qualsevol ¥ amb R, quan x és membre del camp de R:
anomenem aquesta relacié F, i definirem:

Def. 35,015 F=2 R{(Ey) & [xRyvy R} =% Rix e C'R).

El camp d’una relaci6 és una nocié fonamental per a la teoria
logica de les séries.

Exemples: Sigui R la relacié «casat amby; D' R és la classe
dels marits; @’ R la de les mullers; C' R, tots els casats. Si R és
la relacié «pares, i M la relacié «mestres, D' R és la classe dels
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pares, D’ (R A S) és la classe dels pares que sén alhora mestres
de llurs fills; D' R O D’S és la classe, molt més nombrosa, de
pares que sén alhora mestres de qualssevol individus. Si S HS ¢S
la relacié «quadrat de y» (y enter), D’ R comprén la classe o conjunt
de tots els quadrats perfectes, Q' R aplega tots els enters.

Teoremes fonamentals:

35.23 xeD'R=(Ey) & (xRy).

3524 —yeQ@ R=(Ex) & (xRyY).

3525 —xceC'R=(Ey)&[*RyvyRx].

—
35.26 — R'yCD'R.

i

35.27 - R'%xCQ’'R. La classe dels precedents de y o la
dels consegiients de x segons R, es troben contingudes dins el pre-
domini, la primera; i dins el postdomini, la segecna.

3528 -D'RCQ R=[Q'R=C’'R]. Sila classe dels an-
tecedents es troba dins la dels consegiients, aixd equival a dir que
la classe dels consegiients emplena tot el camp de la relacio, aixo
és, no hi ha cap antecedent absolut, cap antecedent que no sigui
consegiient, respecte a un altre element: per tant, la relacié R no
posseeix terme inicial.

3529 Q@ RCD'R=[D'R=C’'R]. Semblant interpre-
taci6: no existeix cap consegiient final, absolut: tots sén, respecte
a un terme o a un altre, antecedents, i, per tant, la relacié no té

terme final.
Ambdés teoremes sén fonamentals per a l'estudi logic de les
séries, progressions..... com veurem. Les relacions R que com-

pleixen aquestes condicions menen a series.

35301 —Q'R=D' R. Els consegiients de la relacié directa
s6n els antecedents de la inversa.

35.302 - D'R=Q K.

3531 —C'R=C' R. El camp de la relaci6 directa és el
mateix que el de la seva inversa.

3532 FD'(RAS)C(D'ROD’S).

35.33 D' (Rw S)=(D'RuU D’ S); i lleis semblants per a Q.
Noteu que en 35.32 val el signe C;la qual cosa ens diu (i és molt
clar) que la classe dels antecedents que emplenen alhora la re-
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laci6 R A4S conté menys elements que la classe corresponent als
antecedents de les relacions deslligades. En canvi, en 35.33 val —.

3534 —C'(RwS)=C'RuUC’S.
3535 -C'(RAS)CC’'RAC’S.
35.36 — (RCS)— (D' RCD’S).
35.37 | (RCS)—(@'RCQ’S).
35.38 - (RE€S)—(C’'RCC’S).
3539 —C'R=D’'(Rw R).

3540 -D'V=Q@'V=CV=V.

IV. RELACIONS AMB PRE-POSTDOMINI I CAMP LIMITATS. — Con-
siderem ara les relacions derivades d’una relacié general, en limitar
el pre, postdomini o bé ambdés alhora. Anomenem, aquestes
relacions, parcials; i distingirem entre relacions dextroparcials, quan
no prenem la classe sencera dels antecedents, ans només una sub-
classe o, la qual cosa s'escriurd o | R; i relacions sinistroparcials,
quan considerarem, no pas la classe sencera dels consegiients, siné
una subclasse 8, el que serd simbolitzat amb R} ¢, i per tltim,
s'anomenaran relacions parcials aquelles en les quals hagim fet
ambdues limitacions, « { R} 8.

Exemples: Les relacions «germd de», «germana de», sén una
mateixa relacié, la de «filiacié respecte als mateixos pares»; si re-
presentem aquesta amb R, la primera amb R, i la segona amb R,,
veiem immediatament que R, = «a{R. La relaci6 de germa és
la mateixa de filiaci6 restringint el camp dels antecedents a la
classe « dels {fills; i R, és la mateixa R, limitant el camp dels an-
tecedents a la classe de les filles R, = 3 {R. I si considerem la
relacié general «fill de y», R} p és la relacié limitada en el post-
domini, als fills dels individus continguts en la classe p.

Es clar que en aquest exemple podem considerar dues limi-
tacions ensems, la del pre i la del postdomini.

Una funci6 aritmética és considerada en la teoria de les re-
lacions, com una relacié entre els valors de la funcié i els de la
variable independent, v. gr., les funcions «quadrat de y», «sinus de».
Si volem que la relaci6 imposada per la funci6 es restringeixi a
nombres reals, o solament als racionals, o solament als enters po-
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sitius....., obtindrem de la mateixa relaci6 primitiva d’altres amb
pre i postdomini limitats alhora o un d’ells solament. Si Q de-
signa la relacié «quadrat de» i « la classe dels nombres racionals;
B, la dels naturals, « {Q és la relacié Q, o si volem una nova re-
lacié els antecedents de la qual siguin exclusivament els quadrats
dels nombres racionals; és facil interpretar Q| «, «{Q} . El
mateix dirfem respecte a la relacié «sinus dey.

Trobem un cas particular interessant, si imposem la mateixa
limitaci6 a la classe total dels antecedents i consegiients, aixd
és, a{R} a: en aquest cas direm que la limitacié ha estat impo-
sada al camp de la R, i adoptarem la notacié R } «. Un exemple:
<} 8,0, 81<} 8 oconsiderar solament la relacié < entre nombres
naturals: < } @ entre racionals, i no «{ </} @, entre racionals i
reals; suposant que «, 3 signifiquin les classes indicades de nombres.

Es convenient de vegades considerar la relacié entre dos
elements #, v, en tant que x és un membre de «, i ¥ un membre
de 8. En lloc, v. gr., de considerar la relacié general de diliacion,
aplegant en el predomini tots els fills i en el postdomini tots els
pares, podem considerar la relaci6 especial entre un fill x i un pare y,
per raé de pertinyer x a la classe a dels fills de y, i ¥ a la classe @
dels pares de x; la qual cosa es designa amb « 4 @.

Les definicions técniques d’aquestes nocions sén:

Def. 35.016 «{R=2% (xca & x Ry).

Def. 35.017 R}B=29 (x Ry &yef).

Def. 35018 a{R}p=29)(xea&xRy&ycf).
Def. 35019 afB=29(xcadych).

Def. 35.020 R} a=a{R} a

Teoremes fonamentals:

3541 —a{R}E=(«1R) A (R} ).

3542 (@{1R) AS}B) =al (RAS)}E.

3543  (@1R) AB1S) =(20f)1(RAS).

3544 —(R}a) ASIE) =(RAS)} (@ 0p).

3545 F (@1R}ME)A (@@ 1SHE) = (@0a) 1(RAS)| (E0B).
35.46 |+ («@Cg)—[{1RC @] R].

3547 - (@BCy)—>[R}EC R} 7).
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3548 |- («Cy) &€ (BC3) > [(x1R} ) C(y1 R} 3).

3549 —a{RCR.

35.50 — R}ECR.

3551 —a{R}BCER.

35,52 —(RCS)—> (x{RCx1S).

35.53 | Imv' («{R) = R} a

35.54 | Imv’ (R} B)=B1R.

35,55 |- Im'[@a{R}B] =B 1R} a

35560 Inv' (@t B)=0%a

3557 —D'(@e1R)=anD'R.

3558 D' (R}@) =000 R

3559 -VIR=R}V=V{R}pV=V.

35.60 —(R)o(D'R)=(«) ¢ («). I lleis semblants per a
a“R, C' 5.

35,61 —(ER)o(D'R)=(E «) ¢ (a). I lleis semblants per a
(R, C K.

Les dues darreres férmules diuen que «afirmar que els ante-
cedents d’una relacié qualsevol R, posseeixen la propietat ¢, equival
a l'assercié que qualsevol classe « posseird la mateixa propietat»:
«si existeix almenys una relacié R que té la propietat o, existira
almenys una classe « que la posseiran.

35.49, 50, 51 diuen que les relacions limitades sén parts de
la total.

35.52 afirma que si una relaci6 és part d’una altra, les rela-
cions limitades de la primera continuaran essent parts de la segona.

35.46, 47, 48 formulen la llei: si una classe es troba dins
una altra i limitem, segons elles, la relacié R, les relacions limi-
tades per la primera classe es troben dins les limitades per la
segona.

Les primeres lleis formulen propietats analogues a la distri-
butiva i associativa.

35.53, 54, b5, 56 indiquen la manera de formar la limitaci6
de la relaci6é inversa, limitada la directa.

35.59 demostra que V (la classe universal) no limita cap re-
lacié, fa l'ofici de la unitat. 1.4 =A-1=1-4-1.

35.57, 58 indiquen la manera de formar els antecedents d’una
relaci6 limitada.
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Amb una mica de practica és faedor de donar a tots aquests
teoremes una demostracié conceptual.
Els teoremes més importants per a relacions limitades sén:

3562  (C'RCa)=(R}{a=R).
3563 —~P|C' P=P.

3564 —Pa}l AQLE=(P AQ) }(xnp).
3565 —PlaAPlB=P}(z0d).
35.66 —PlanQla=(PAQ) e
5567 — (Pla) =P} (znp).
3568 (PwQ)lae=PlawQ}a
35.69 - (aCB) —~>[P}aCP}E)
3570 —PCQ)—~>(P}2CQ}a).
3571 P}V =P

3572 —Inv'Pla=(P)}a

V. PROPIETATS I TEOREMES GENERALS SOBRE FUNCIONS PLURI-
OBJECTALS.

Def. 35021 R g=4%{(Ey)&yecB &= Ry}, que és la defi-
nici6 técnica de la nocié exposada en I. Per tal d’expressar la
relacié que existeix entre R” @, classe descrita per R”§, i la ma-
teixa classe B, introduim un nou simbol R.. R, és, doncs, la re-
laci6 que existeix entre dues classes @, § quan « estd formada
precisament de tots els termes que posseeixen la relaci6 R amb
qualsevol dels elements enclosos en la classe {.

Def. 35.022 R. =68 {a=R" e}.

Un cas molt important és, si existeix R’y per a cada y, que
compleixi la condicié y e 8; aix0 és, si cada element de { té un sol
element #x, inic # que té amb ell la relacié R; car en altres rela-
cions es podra esdevenir molt bé que per a cada y dins § es trobin
molts % que tiguin amb ell la relacié R. Si la primera hipotesi
es realitza, expressarem que, per a cada y, sotmés a la condici6 y € £,
es déna R’y, amb E!! R"{.

Def. 35.023 E!\R"g=(y) (yeB—>E!IR'Yy).
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Teoremes:

3573 -R"aCD’'R.

3574 - R"aCQ'R.

3575 |-(«Cg)—> (P"«CP"B).

3576 - (P=Q)—>(P"B=0Q"p).

3577 —(E'R'y&yea) > (R'yeR"a).

Notem la significacié de 35.75. Tradueix técnicament la in-
feréncia asillogistica descoberta per Jungius, mestre de Leibnitz
(L. Couturat, La logique de Leibnitz, cap. 111, § 15), «Circulus est
figura: ergo, qui circulum describit is figuram describitv. Prenguem
aqui com classe a, la dels cercles; com a classe §, la de les figures.
Val evidentment a«C . Aqui la relacié P és la de « descriu la
figura y». I aleshores la llei diu: «Si la classe dels cercles es troba
inclosa en la de les figures, es dedueix que la classe o conjunt d’in-
dividus (sigui un o més d'un) que descriuen la classe dels cercles
es troba inclosa en la classe dels individus que descriuen la classe
de les figures.

I 35.77 formula un altre tipus d’inferéncia asillogfstica: empiem
I'exemple de Jevons, adduit i comentat per Russell (Pr. Math., 12,
pag. 291): «Si existeix el cap del cavall i el cavall és un animal,
es dedueix que el cap del cavall és cap d’un animal» Jevons pro-
posava l'exemple d'una manera imperfecta: «Per tal com el cavall
és un animal, e cap del cavall és el cap d’'un animal» En aquesta
forma no val la llei: és necessaria la condicié prévia existencial
E| R'y; car, si 'animal considerat no té cap, encara que sigui
animal, com s’esdevé amb els inferiors de l'escala zoologica, la in-
feréncia no té wvalor.

§ 36

Producte relatiu de dues relacions

I. DEFINICIONS INICIALS. — Si valen x Ry i y Sz, la nova
relacié que resulta entre x, z s'anomena producte relativ de R, S, i
s'escriu R |S; 0 bé x (R|S)y. (Per estalviar paréntesis suposarem
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que | uneix més que w, A, =.) Si, per exemple, R és la relacié
« és germa de w, i S, la ¢y és pare de 2, la nova relacié x (R| S) ¥
és «x és oncle de z». Si R és la relacib « és pare de o, i S, la de
«y és pare de z», la relaci6 entre x, z és «x és avi de 2», x (R | S) y.
Si R és la relaci6 «x és la meitat de y», 1 S, la de ¢y és la meitat
de 2», x (R|S) y és la relacié « és un quart de z». La nova ope-
racié o relacié és de cardcter logic a causa de la seva estructura
purament formal.

L’operacié R | S realitzada (en general) amb una nova relacié
ultra la R, s’anomena ¢concatenacié» (Verkettung), o producte
relatiu (Prin. math.), i solament és legitima si Q' R i D' S sén del
mateix tipus, car un mateix terme (o classe d’ells) ha de pertanyer
a ambdues relacions, a la classe dels consegiients de R, Q" R, i a
la dels antecedents de S, D’S. En lloc de R| R, escriurem R?
en lloc de R?| R, R3 etc. R serd el mateix que R, i, per-iltim,
la identitat dins el camp de la relaci6 R (en cas que s’hi trobi, la
qual cosa no passa d’ordinari, com veurem) sera designada amb R°.
Sigui R la relacié <; R | Ro R®correspon al pasde (x <¥) & (y < 2)
a (¥ < z) (conservacié de la mateixa classe de relaci6, la qual cosa
no s'esdevé d’ordinari). En canvi, R° no existeix, car no hi ha
en tot el camp de la relacié < un terme w, per al qual valgui w < w.
Si R és la relacié =, surt de (x =9) & (y =2), (x =12), R%: R®| R
equival a (¥ = 2) & (2 = w), doncs (¥ = w), etc.; i existeix R°, car
val sempre ¥ = %, ¥ = Y..... Designarem amb I la relaci6 d’iden-
titat i amb J la de diversitat.

Les definicions técniques soén:

Def. 3601 R|S=22{(Ey) &(xRy&ySs)}.
Def. 36.02 R*= R|R.

Def. 36.03 R®= R*|R.

Def. 36.04 R°=I}C'R.

II. TEOREMES IMPORTANTS.

36.11 | Inv' (R|S) = 3 | R. Per tal com R | S és una nova
relaci6 diferent, en general, de R i S, podem formar la seva inversa,
que s'obtindra invertint l'ordre de R|S i formant ensems les
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inverses .ﬁ, S. §| R serd, naturalment, una nova relaci6, dife-
rent, en general, de S, R. Comprovi’s amb els exemples adduits.

3612 —(P|Q)|R=P|(Q|R). Propietat associativa.

36.13 —P|(QARC(P|Q) A(P|R). Idem distributiva.

36.14 HF(PAQ |RC(P|Q) A(Q|R). En general, no val,
perd, la llei commutativa.

36.15 — (R=R')—>(R|P=R'|P). Propietat de monotonia.

36.16 — (R=R)—(P|R=P|R'). Propietat de monotonia.

3617 -(R=R)—(P|R|Q=P|R|Q). Propietat de
monotonia.

36.18 —E!(P|Q=E! (@ PnD'0).

3619 —EI(P|Q=E!P&E!Q.

3620 —x:D'R==x(R|R) ~.

3621 —(REP&SCQ)—~(R|SCP|Q).

36.22 — E!P' Q' z—>[P' Q' z=(P|Q) 2]. Notem que sén
molt diferents, en general, (R|S)’z i R’S’z Sigui R la re-
laci6 «arrel quadrada positiva de»; i S, la d’«arrel quadrada real de».
Valen E! (R|S)’81, i (R]|S)’81; car hi ha un sol nombre 3, que
té amb 81 les relacions dites (3 R9 & 9 S81). En canvi, és fals
E!| R’ S’ 81, car aixd demana que només hi hagi una arrel real
de 81, i existeixen dues 9, — 9. R’ -+ 9 es compleix, car només hi
ha una arrel positiva de 9, + 3. Amb aixo resta declarat perque
36.22 no val siné en la direccié indicada. Pot, doncs, existir
(P Q) zino pas P'Q z que demana dues condicions d'unicitat.

3623 -xR:y=(Ez)&xRz&zRy.

36.24 xR y=(Ez, w)&2xRz&zRwéwRy.

36.25 — R®*= R| R

36.26 |—x Rx—x R*x. Aquesta Jlei és molt important. Si
la primera poténcia de la relacié R convé al mateix element x, la
segona també li convé (aplicacié a la relacié d’igualtat, de x = x,
es dedueix que de ¥ =y & y = x es dedueixi x = x). La refle-
xivitat en primera poténcia es conserva en la segona.

3627 —Inv’ (S|S)=5|S. La relaci6 S|S és sempre si-
métrica; la qual cosa és igual a afirmar que la directa i la inversa
s6n la mateixa relacid.

3628 —C'(R|R)=D'R.
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3629 —C (R|R)=Q’'R.
3630 - R°|R=R|R°=R. R°és un modul.

III. CLASSES DE RELACIONS SEGONS LES POTENCIES. — Una
relaci6 R s’anomena transitiva (77) si val R®C R; aixd és, si de
xRy &y Rz es segueix sempre x Rz. En altres paraules: el
producte relacional conserva la mateixa classe de relacié. En sén
exemple les relacions <, >, =; en cas contrari s’anomenara no-
transitiva, i serd intransitiva (In) si R i R? s’exclouen mutuament.
Exemple, la relacié de «pare de», d’avi de x mai no és pare de .
Una altra relaci6 intransitiva és la de «doble que», si x és doble
que v i y és doble que z, x no és doble que z. Aleshores R? és
una nova relacié, (com ho sén, d’ordinari, R|Q, R|Q[S, etc.)
que es compleix precisament amb els parells que no satisfan R
dins el mateix tipus. I una relacié R s’anomena aliotransitiva (A7)
si, d’ordinari, R val per a cada parell propi d’elements obtinguts
amb l'operacié R, entenent sots parell propi aquell en el qual els
dos elements no sén un mateix element. N’és un exemple la re-
lacié «germa de», car si x és germa de y i y és germa de z, z pot
ésser el mateix %, i aleshores no val x R*x, car un no és germa
amb ell mateix: o bé z serd un altre germa, amb el qual »x dira la
relacié x R%z. Si excloem, doncs, la identitat del camp de R,
R val per a qualsevol parell propi d’elements. El mateix dirfem
de la relacié «o és major quer. Les definicions técniques son:

Def. 36.05 Tr = R (R*C R).
Def. 36.06 In = R (R*C = R).
Def. 36.07 Al = R [(R*=~1I) € R).

Teoremes:

36.31 - (R=K) &(RCR)~>(R=R)&(R* =R |B). Si
la relacié R és simétrica (R = ﬁ) i transitiva, sén idéntiques les
relacions R, R%, i R és la mateixa relacié que el producte rela-

cional R | R. Aquesta propietat convé a totes les relacions amb
un caire d’igualtat, v. gr., la identitat, la similitud.....

3632 (R=RK) & (RRER)=(R=K) & (R* = R). L
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que formula dues noves propietats de qualsevol relacié simétrica
i transitiva, a saber, R és idéntica amb la seva inversa, i R? amb R.

36.33 | Inv"Tr = Tr. La inversa d’una relacié transitiva
ho és ella mateixa també. Exemple, <, >.

Quant a la representacié grafica, notem que en la figura vec-
torial d’una relacié transitiva, si va un vector d’un punt a un aitre,
de a a b, i d’aquest al ¢, existeix un vector de la mateixa classe
que va de a a ¢ directament; la qual cosa presenta una analogia
amb la composicié dels vectors reals, en cas d’unicitat direccional.
En canvi, el vector nou resultant de dues relacions diferents P e
R|Q|R equival al cas de composicié vectorial de dos vectors
amb direccié diferent.

Una relacié R s’anomena reflexiva (Rf) si cada un dels seus
elements té amb ell mateix la relacié R, aixd és, R°C R. V. gr., la
similitud. En cas contrari la R s’anomena no-reflexiva. Com-
prenent aleshores dues classes de relacions: relaci6 irreflexiva (I7r),
si R® i R s’exclouen del mateix parell de valors, v. gr., la re-
laci6 <, >; si val 2 <3 no val 2 <2, ni 3 < 3, aixd és, RCT:
la relacié R es troba dins la relacié general de no-identitat; si tots
els elements del tipus posseeixen la relaci6 R amb ells mateixos,
R s’anomena reflexiva total (Ref). V. gr.: la relaci6 d’igualtat.

Def. 36.08 Rf = R (R°C R).

Def. 36.09 Irr = R (RC]J).

Def. 36.010 Ref = R (I C R).

Quant a la representacié grafica, notem que en una relacié
reflexiva cada punt posseeix un vector circular; en canvi, en una
relacié irreflexiva manquen totalment els vectors d’aquesta mena.
Si la relacié és totalment reflexiva, tots els elements del tipus
posseeixen vector circular. L’esquema matricial d’'una relacié re-

flexiva té ocupada la diagonal principal. Al contrari, la diagonal
principal és buida en les relacions irreflexives.

Teoremes importants:

3634 - (ReRf=R°CR)=(x)(xeC'R—>xRx). Siuna
relacié R és reflexiva, aixd és, la relacié idéntica pertany a la
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mateixa relaci6, podem afirmar per a qualsevol x que pertanyi al
camp de R, que té amb ell mateix la relacié R.

36.351 |~ Tr o Sym C Rf. Una relaci6 transitiva i simétrica
pertany a la classe de les relacions reflexives. Exemple: la relacié
d'igualtat.

36,352 |- RecAs— R*elIrr. Si una relacié és asimétrica, la
seva segona poténcia és una relacié irreflexiva. Exemple: la re-
lacié <; de 2 < 3, 3 < 4, etc., mai no arribarem a 2 < 2; en canvi,
de a=b1 b=a arribem a a =a.

36.36 | AsClIrr. Una relaci6 asimétrica és sempre irre-
flexiva.

36.37 | Tr 0o As = Tr aIrr. Una relacié que sigui ensems
transitiva i asimétrica equival a una relaci6 transitiva i irreflexiva.
Notem, per a valorar aquest teorema, que si és cert que qualsevol
relacié asimétrica és sempre irreflexiva, no val la prop. inversa;
que qualsevol relacié irreflexiva sigui asimétrica; la relaci6 « €s
diferent de y» és irreflexiva, car un mateix element no és diferent
d’ell mateix; i, amb tot, és simétrica, puix que si a és diferent de b,
b és diferent de a: perd aquesta relaci6 no és sempre transitiva,
car si 1 és diferent de 2 i 2 diferent de 3, 3 també és diferent de 1,
i la nova relaci6 entre 1,1 és la d’igualtat. En canvi, si la relacié
irreflexiva considerada és ensems transitiva, aleshores podem afirmar
que també serd asimétrica: la transitivitat transforma la irreflexi-
vitat en asimetria. N’és un exemple la relaci6 <; ftem la de
«pare de».

36.38 —PeTr—PleTr.

36.39 | A eTr.

§ 37

Relacions triargumentals i pluriargumentals

Una funcié proposicional ¢ (%, ¥, 2), ¢ (%, ¥, z, ®)....., amb tres
o més variables independents, s’anomena relaci6 triargumental o
pluriargumental. Cal predeterminar-hi tres o més valors per tal
d’obtenir una prop. veritable o falsa, i aleshores aquests valors
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resten units, relacionats, mitjancant la funcié considerada, la
qual, si posseeix un contingut significatiu propi, donara a qual-
sevol d’ells un caire, una significacié propia diferent en general
de la dels altres valors de les variables independents. Si la re-
lacié ¢ (x, ¥, 2) és, v. gr., la de «x déna a y l'objecte z», x és el
dador; v, el rebedor; z, 1'objecte donat. Cada variable hi té, en
virtut de la funcié que les uneix, un caire propi. Les relacions
triargumentals (i les superiors) tenen una importdncia molt minsa
dins la logistica i les seves aplicacions; car, com demostra Lowen-
heim, el calcul relacional general pot ésser reduit al binari, aixo
és, a funcions de dues variables. Aqui només considerarem les
triargumentals.

Def. 3701 u, v, w e %X 9 2 ¢ (x,9,2) = ¢ (4, v, w), «que els
elements %, v, w, pertanyen al camp o classe dels valors x, ¥, z,
per als quals val g», vol dir només que ¢ (#, v, @) és una prop. ve-
ritable. Si M és una relaci6 triargumental, tenim:

Def. 37.02 x M (y, 2) = M (%, v, 2).

Def. 37.03 M'(y, z2) = (12) M (x, v, 2). M’ (y, 2) és una fun-
cié descriptiva o objectal que mena a 1'inic x que, junt amby, z,
posseeixen la relaci6 M.

Defs 306 My, 2) = S I 9, ], que delineis elfante-
cedents ¥ que amb ¥, z tenen la relacié M.

De manera analoga al cas d'una relacié biargumental defini-
riem les operacions ¢, @, w, G, etc., per a relacions triargumentals.

Notem aqui que en les relacions triargumentals cal distingir
entre domini primer, segon i tercer. En lloc dels dos dominis
(pre i post) de les relacions biargumentals, els designarem amb
DM, D'y M, D's M, i el camp C’' M serd llur uni6.

Def. 37.05 D1 M = 2 [(Ey, 2) & M (%, v, 2)], i definicions
semblants per a D, m, D’sm.

Def. 3706 C'M =D MU D, Mu D3 M.

Una relacié triargumental n’enclou tres de parcials, que de-
signarem, emprant el simbolisme de Carnap, amb M, M, 3M.
1M designa la relaci6 biargumental entre un valor de la segona
i un de la tercera variable, per als quals n’existeix un de la pri-
mera, i, semblantment, definirem 2M, 3M.
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Def. 37.07 M =% 2 [(Ex) & M (x, y, 2)]-

En les relacions biargumentals f(x,y) només existeix una
relacié inversa f (y, x); en canvi, per a una relacié n argumental
existeixen #!—1 relacions diferents de la primera en general,
tantes com sén les permutacions entre les # variables. Si la re-
aci6 és triargumental ¢ (¥, y, z), tenim cinc noves (en general)
relacions, que s’anomenen les diverses de ¢ 1 es defineixen:

Def. 37.08 M= =% 52 {M (%, 2)} (compari’s amb 37.01).

o)

Def. 37.00 M5 =522 {M (xy,2)},i definicions anilogues
per a les altres relacions.

En lloc de parlar de la inversa de f (¥, ), car només n’hi ha
una, aqui hem de considerar /a classe de les diverses de ¢ (2,9 2);
Div' M.

Exemple: G (x, vy, z) sigui la relacié triargumental « dona a y
I'objecte 2. Aleshores D’y G és la classe dels dadors; D, G és la
classe dels que reben; D’ G és la classe dels objectes donats i rebuts.
b1G ¢ és la relacié biargumental derivada de G, aixd és a saber,
b rep ¢ (suposant que existeix un x determinat que déna); a %G ¢ és
una nova relacié parcial, derivada de G, a déna ¢ (suposant que
hi ha un que rep); @3 b, nova relacié parcial derivada de G,

a déna a b (suposant que hi ha un objecte a donar). 1_G)-'C la
classe o conjunt d’individus que reben ¢; IE’ b el conjunt d’objectes
que rep l'individu &; %’ ¢ el conjunt dels donants de c; ;C_r.‘ a, els
dons de a; ;5* b el conjunt dels individus que donen quelcom a b

- —
3G’ a aquells als quals @ déna quelcom. I d’altres relacions parcials
menys importants.
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§ 38

Classes-unitat, Identitat. Classes parell,

Les qiiestions que tractarem en els parigrafs segiients sén
anomenades per Whitehead-Russell, Prolegdbmena a I’aritmética
cardinal, car primfilen nocions i lleis emprades sobretot en l’arit-
mética, encara que tinguin un caricter estrictament logic.

En aquest paragraf estudiarem la identitat, les classes-unitat
i les classes-parell.

I. IDENTITAT I DIVERSITAT. — La identitat pot ésser consi-
derada com a funci6 i com a relacié, aixd és, com a propietat f (x),
i com a funcié de dues variables = (%, y). En efecte: ésser idéntic
amb ell mateix és una propietat de qualsevol objecte, encara que
fos dnic en l'univers. Perd la identitat admet una formulacié
relacional = (x, y), funcié que només donard una prop. veritable
en el cas en qué ambdues variables independents siguin el mateix
objecte. Considerem-la ara sota aquest nou punt de vista, i de-
finirem:

Def. 3801 I =279 (x=1y). La identitat és una classe els
elements de la qual sén tots els parells %, y, que compleixen la
funcié x = . I, al contrari, la diversitat J comprendra tots els
parells en els quals no es realitzi x = y.

Def. 38.02 J==I=2%% (x49). (+ és el signe de no-
identitat).

Notem que la relacié J és la megacié de I, perd no pas la re-
lacié $nversa de I; ni I és la inversa de J, com es veurd en els teos
remes segiients i es dedueix de la definici6 de la relacié inversa.

Teoremes importants:
800 - (xIy)=(x=19).
38.11 |- (xffy)E(y: %). Notem la diferéncia entre I, ;&
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3812 - (x]y)=(x49)

38.13 (xfy)E(y#x). Notem la diferéncia entre f, ik

38.14 | E!I. Existeix almenys un objecte que és idéntic
amb ell mateix.

38.15 | I'y=1y. Lnic element que té amb y la relacié
d’identitat és solament v.

38.16 — (y)E!I’y. Per a qualsevol individu y existeix un
tnic element que és identic amb ell.

38.17 | I"a= a La classe idéntica amb « és la mateixa a.

38.18 1= 7. La inversa d’identitat és identitat.
38.19 ] = 7 La inversa de diversitat és diversitat.

38.20 - RCI= RCI. Siuna relaci6 R és un element de
la classe de les relacions identitat, la seva inversa també ho sera;
v. gr., la igualtat definida entre nombres naturals és una mena
d’identitat; doncs la inversa d’aquesta relacié6 també ho sera.

38.21 - RCJ=REC].

3822 —RCJ=(x) (x R%).

38.23 (%) (x I x).

3824 —(D'I=V) & (Q I=7V). Laclasse dels antece-
dents de la relacié identitat aplega tots els objectes, i el mateix
s’esdevé amb la classe dels consegiients de 1.

382 —C'I=V.

3820 HFE'J->D'J=V)&(@J=V)&(C'J=7V). No-
tem que l'antecedent E!J «hi ha almenys un parell d’elements
x, v dins un tipus, per als quals val x y», no és necessariament
veritable; car, segons els monistes, al mén no existeix sind un sol
objecte, i, naturalment, per a ell val x = y. Si suposem, perd Yol
en virtut de valer x+y, val també y+x, i tots i els mateixos
elements (la classe universal) es trobaran en el predomini i en
postdomini de J.

38.27 —R|I=1I|R=R. Larelacié d'identitat és un mo-
dul respecte a qualsevol relacié.

38.28 |—I1*=1. La segona poténcia d’identitat és, encara,
identitat.

38.29 - (RRCJ)=(R A b - A). Siuna relacié és del tipus
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diversitat, no existeixen parells d’elements comuns a la relacié
directa i a la inversa.

3830 - R*CJ—>RC]J. Si la segona poténcia d’una re-
lacié és de tipus diversitat, ho és també la primera. Exemple,
la relacié <: perd no val pas la prop. inversa; vegeu 36.37.

3831 —(RAR=A)—>(RCJ). Si la relaci6 directa R

[V , ’
no té parells comuns amb la seva inversa, R, aquesta relaci6 és
de tipus diversitat.

3832 |- (RER)>{(RE]) = (R*€])= (R K= 7).

3833 a{l=1I}a=a{l}a Limitar el predomini de la
relacié d’identitat equival a limitar el postdomini i el camp sencer,
car els mateixos elements es troben en totes tres classes.

II.  CrASSES-UNITAT.—Introduim una nova funcié objectal ' x
amb la significacié «la classe dels termes idéntics amb x; el que
equival evidentment a «la classe el membre tnic de la qual és 2.
Aquestes classes s’anomenen classes-unitat. La definicié técnica és:

Def. 3803 Va=5 (=4 =3 (@I =T v o signi, entee
tots els termes (antecedents) que tinguin amb un determinat (con-
segilent) la relacié I, la relacié que existeix és la d’unicitat, ¢’ .

Podem, doncs, tractar ¢ com una nova relacié que anome-
narem unicitat. La seva inversa serd designada amb %, i caldra
distingir curosament, amb Peano, entre ' a, ¥ o ' « és la classe
amb un sol element, designat, cercat, mitjancant la relaci6 t
¢« mena, doncs, de la classe « mitjancant la relacié d’unicitat
a un sol element, que no anomenem amb nom propi, car ' a és
una funcié descriptiva solament. En canvi, ¥ « és «’tnic element
de la classes, aixod és, i’ « mena, doncs, d’un element tnic, original
en un ordre, mitjangant la relacié d’unicitat, a la seva classe.
V @ simbolitza un element original en tant que cercant per a ell
mateix, mitjancant la relaci6 d’unicitat, una classe original també
a la qual pertanyer. Consegiientment, confondre t'a amb ¥ a
equival a confondre els conceptes de classe i individu, de relacié
directa i inversa.

Segons la teoria de les classes, ' « s'escriu (1) (¥ & ); o bé,
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Ya=1x0¢(x) = (%) ¢ (x). Notem que el concepte de classe-
unitat o de l'tinic element de la classe @ no és encara el concepte
de nombre cardinal 1. Aviat veurem quines condicions cal afegir-hi.

Teoremes:

383 Fle=v)=[a=79(y=2)]

3835 F@=tvx=@)yea—(y=2)

38.36 |-Q@ t= V. Tots els elements d’un tipus poden fer
de consegiients respecte a la relacié d’unicitat.

38.37 xeca=1t xCa Llei que indica la manera de trans-
formar les relacions diferents ¢, C muituament amb validesa.

3838 - (@Cvx)=[lxa= A)v(a= %)) Siels elements
d’una classe « es troben inclosos en la classe-unitat, aixd equival
a l'afirmacié que, o bé « és la classe buida, o bé és idéntica a la
classe-unitat. Resumint: la classe-unitat és la classe fnfima, di-
ferent de la classe nulla.

38.39 JVzx=u2x.

Si formem ara amb totes les classes-unitat una classe superior,
de la qual les primeres siguin elements, aquesta nova classe serd
una nova entitat ldgica, segons la teoria primaria dels tipus, 1
s’anomena wmnitat logica», o «nombre logic 1». Més endavant pro-
varem que ¢és ensems el nombre cardinal 1. La unitat és, doncs,
una propietat de propietat. Per a qualsevol classe existeix una
funci6 proposicional de la qual ella és l'extensi6. Considerem ara
uns quants exemples de funcions proposicionals corresponents a
classes-unitat; la qual cosa ens permetra de treure’n aclariments
per a valorar la definicié logica del nombre cardinal 1.

Escriurem, en lloc de t'x, ' % ¢ (x) = (v 2) (¢ %), que explicita
la funcié prop. determinadora de l'extensi6. Sigui g, la funci6
prop. o predicat «centre del cercle 4»; ¢, la funcié autor del Fausty;
@3 el predicat «arrel de x—1 = O»; o4 el predicat «rei d’Angla-
terra», etc., etc., les expressions t % ¢, (%), V% g2 (%), ' % 05 (%),
V' % 94 (%)..... s6n funcions objectals que determinen un sol objecte,
un tnic punt, Goethe, 1, Jordi V; de totes podem predicar un
nou atribut, la wmitat. ' % ¢, (x) és una classe-unitat; no val,
perd, Goethe és una classe-unitat, ni Goethe, en tant que individu
original, tinic en el mén, és la unitat. La unitat és, doncs, un
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predicat de segon ordre, un predicat de predicat, que solament
convé a les classes-unitat en tant que classes, encara que essent
classes-unitat només continguin un sol element; la qual cosa veurem
millor amb nombres superiors: «sser dos» és predicat només de les
classes-parell, no pas dels individus; «les mans de I’home sén duesy.
Perd la ma dreta no és pas dues; en canvi, respecte al predicat
vivent podem dir, la ma dreta és vivent. Semblantment, doncs,
hem de parlar respecte a la unitat. La unitat, en tant que pre-
dicat de segon ordre, en tant que classe de totes les classes-unitat
i predicat propi d’elles, no pas de 'inic individu que contenen,
es defineix:

Def. 38.04 1= {(Ex) &a=x}.

No fem, doncs, cap cercle viciés suposant les classes-unitat
com a elements per a definir la unitat, com varem afirmar alguns
filosofs i matematics sense aprofundir la definicié logistica d’unitat.
No diem encara que la unitat definida sigui un nombre cardinal,
car aquesta nocié serd definida més endavant. Notem que el
simbol 1 posseeix l'ambigiutat sistematica, car la unitat es defineix
com la classe de les classes-unitat. Ara bé: les classes-unitat poden
ésser formades amb elements pertanyents als tipus individuals
(exemples adduits), o bé amb classes de classes-unitat, o amb
classes de classes de classes-unitat, etc.; i la classe de cada un
d’aquests tipus serd una unitat d’ordre superior. No hem definit
amb 38.04 siné la unitat obtinguda com a classe de les classes-
unitat, que descriuen directament un individu: és el tipus inferior
d'unitat que designariem millor amb 1 (x), unitat bastida sobre
classes-unitat individuals. Siguin ara les funcions o predicats
superiors «imperi roma», «imperi anglésy, «imperi de Carles Vp.....,
sén predicats o funcions descriptives singulars. Els individus per-
tanyen directament a classes que no sén del tipus unitat, v. gr., a
les ciutats. Ciutat és un predicat de segon ordre, perd no sempre
mena a una classe-unitat. Les ciutats sén elements d’una classe
superior, posem d'una regié autdnoma. Regié autdnoma és un
predicat de tercer ordre, perd no mena sempre a una classe-unitat.
Un aplec de regions autdonomes forma una nacié. El predicat
naci6 aixi obtingut és de quart ordre, perd encara no fa sempre
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una classe-unitat, car existeixen estats formats de nacions fede-
rades: en canvi, el predicat ¢mperi, o reptiblica federal, mena a
classes-unitat. V. gr.: imperi roma, anglés, el de Carles V, etc.
Totes soén classes-unitat: per tant, la classe d’aquestes classes-
unitat és una unitat d’ordre superior a la unitat formada amb
classes-unitat basades en els individus. Si @, @, @g..... S6n classes-
unitat d’ordre cada una superior a 'anterior, «;, classe-unitat in-
dividual; @, classe de classes-unitat individual; @ classe de classes
de classes de classes-unitat individual..... haurfem d’introduir nous
tipus corresponents d'unitat: 1 (e), 1 (), 1 (ag)..... Amb tot, per
la teoria de l'extensionalitat sabem que tots aquests tipus su-
periors es redueixen a I'infim, quant a propietats. No cal, doncs,
bastir una logica ni matemdtiques especials per a cada tipus.
Aquest resultat, perd, demana una tesi especial ja tractada, la
de V'extensionalitat, i sense ella és una falta de logica tractar amb
les mateixes lleis les diverses classes d'unitat, encara que el llen-
guatge empri la mateixa paraula, o predicat, per a subjectes
(classes-unitat) d’ordres diferents.

Teoremes smportants:

3840 —ael={(Ex) &) [y ca)=(y =)} Queuna
classe « pertanyi a la categoria de classe-unitat, equival a dir que
existeix en « almenys un individu #, i que afirmar que un altre y
pertany a la mateixa classe a, és el mateix que afirmar que y és
idéntic a .

38.41 —1=D’: La unitat és l'antecedent de la relacié
unicitat.

38.42 |- acel -+{[E! (eof))=[(enp)C 1]}. Si ¢ és una
classe-unitat, es dedueix que la classe formada dels elements comuns
a @, B també és una classe-unitat, aixd és, el nombre 1 no té amb

els nombres superiors 2, 3..... altres elements comuns que una
unitat.

3843 (¢, Bel) & (afpf) >(@nf=A) Sia p sén
classes-unitat i ensems no sén idéntiques, no tenen cap element
comt, o bé l'inic element comi és la classe nulla.

Noteu que escrivim zel i no « C1; car a és element de la
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classe superior 1: en canvi, la notacié «C @ suposa que @, B sén
del mateix tipus. La mateixa adverténcia per a a«e2.

III. Crasses-PARELL. — Al costat de les classes-unitat exis-
teixen classes-parell, classes amb dos elements solament o, si volem,
funcions proposicionals que determinen una extensié integrada de
dos elements tnicament. V. gr.: les funcions prop. «focus de
U'ellipse», «pols de la terra», «ma de I’homen», etc., sén funcions prop.
que determinen dos elements solament. Menen a classes-parell,
o, simplement, parell. Existeixen dues classes de parells, «parells
anordenats» (sense ordre; no diem inordenats), i «parells ordenatsn.
La manera més senzilla de definir un parell anordenat és aplicar
loperacié U a dues classes-unitat, ¢'2 U t'y. Aleshores formem
una funcié objectal que descriu un parell. V. gr., «El pol nord de
la terra 7 el pol sud», «L’autor del Faust 7 l'autor de Lo Somni», etc.,
s’anomenen parells anordenats, car la unié O posseeix la propietat
commutativa. Parell ordenat es definird ¢ x4 ¢’ y, recordant que 4
és simbol d'una relacié entre %, ¥, amb l'ordre determinat per la
mateixa relacié. Com que la notacié anterior és massa compli-
cada, escriurem, en lloc de x4 ¢y, #}y. A la manera que
les classes-unitat menaven a la unitat, la classe dels parells anor-
denats és el nombre cardinal 2, i la classe dels parells ordenats és
el nombre ordinal 2 (signe 2,). Per ara ens acontentem amb el
concepte logic de 2 i 2,, sense definir els conceptes de nombre
cardinal i de nombre ordinal.

Hem d’introduir un altre nombre logic (cardinal), el zero, O,
que sota el punt de vista de les seves propietats 1ogiques (deixant
de banda les aritmetiques), es defineix per ¢ A. El zero ésl’element
tnic de les classes nulles. Una classe nulla correspon a 1’extensid
de determinades funcions prop. Per exemple: «x es mou amb
velocitat major que la de la llum» (suposant, amb la teoria de la
relativitat, que aixd és irreal en el mén actual, encara que possible
absolutament); « es troba en el segon focus de l'ellipse amb el
sol», «x és un centauren..... Cal, doncs, no confondre classe nulla
amb classe contradictoria, malgrat que aquestes siguin necessaria-
ment i sempre buides. La classe, doncs, de les classes nulles és
el zero; que és predicat comid de totes elles.
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Les definicions correctes sén:
Def. 38.05 0= A.
Def. 38.06 2=2{(Ex y) &x+y & (a= 20 'y}

Teoremes:

3844 (V20 VY el=(x=y).

3845 I (VxL Vy)e2=(xF19).

3846 -2=2a {(Ex) Excad(a—1 x) al}. El 2 és un
nombre tal, que, si li traiem una classe-unitat, la classe que resta
és una classe-unitat.

3847 I« 52—)-{{{5C ) >Be(0vl v2)}. Si « pertany a la
classe 2, es dedueix que si la classe § es troba inclosa en la «, és
o la classe nulla o la classe-unitat, o la classe-parell». Resumint:
un parell enclou com a classes parcials 0, 1, 2.

3848 - (wpel) >{@np=A)=@VBe2} Sia
sén classes-unitat, podem concloure que si «, § no tenen cap element
comti, llur unié per U déna una classe-parell.y D’on deduirem, des-
prés de definir 1'addici6 aritmética en termes logics, que 1 + 1 = 2.

3849 ac2=(»)0){[®y) cad@ty)>(@="r20 Y]

¢ (Ex, v)[(x, yea) & (xF y)]}. Teorema que assegura que qual-
sevol classe-parell no posseeix més de 2 elements ni menys de dos.

3850 ez (Ovlv2)=(Exy,2) (x,v.2cead&xfydxFz
&y £z

En virtut d’aquest teorema, una classe que no sigui ni la classe
nulla, ni la classe-unitat ni la parell, conté almenys tres elements
distints. D’aixd deduirem en aritmética que un nombre cardinal
diferent de 0, 1, 2 és igual o major que 3; la qual cosa mena a un
teorema existencial d'importancia cabdal en aritmética.

Considerem ara els parells ordenats i el nombre logic 2,.

Def. 3807 x\y=1Vztdy.

Teoremes:
3851 HFMD'R=Vx)¢(@R=Vy)=(R=2x%y). Siel
predomini d’una relacié R esta format d'un sol element x, i el seu
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postdomini d’un tnic y, aquesta relacié és del tipus de parell
ordenat, aixd és, d'una relacié feta només per ordenar un parell
d’elements. Anomenem aquesta relacié biindividual (distingir de
relacié biargumental); la qual cosa permet de demostrar:

3852 xly=0RD'R=vx&Q@ R="19y). La relaci6

biindividual és element d’aquella classe de relacions i’ R, en les
quals el predomini és " x i el postdomini ¢ y.

3853 H[xly)=(xl2P=(y=2).

3854 (xFy)=[(xLy)C€J]. Si x, ¥, son diferents, una
relacié biindividual que els uneixi sera del tipus diversitat.

Els parells ordenats o relacions biindividuals fan d’elements
d’una classe superior, que sera una classe de relacions. La classe
dels parells ordenats s’anomena mombre ordinal logic 2p» (v fa
referéncia a lestructura relacional del parell). 2, és una classe
de relacions com a elements; escriurem, doncs, R ¢2, per a indicar
que R ¢és del tipus relaci6é biindividual o bé per a fixar quines con-
dicions ha d’emplenar una relacié R per tal d’ésser element de la
classe 2,.

Def. 38.08 2, =R{(Ex y) (x+y) & (R=x}y)}.

Teoremes:

38.55 0, =t A. EI zero relacional és I'element de les rela-
cions nulles. Notem ara una altra finor logistica: una classe nulla
pot venir d'una funcié prop. uniargumental (exemples adduits en
explicar ¢ A\). Es troben, perd, funcions prop. biargumentals (re-
lacions) que menen també a relacions nulles, a un parell buit.
V. gr.: «La velocitat 3 ¢ del cos 4 és major que la velocitat 2 ¢ del
cos B» (c la velocitat de la llum); «x és pare de y», que mena a un
parell buit dins la relacié «pare de» si en lloc de y posem 1'individu
descrit per la funcié objectal «el pare d’Adam». Consegiientment,
la classe de relacions buides (siguin buides necessariament o sola-
ment de fet) ha de menar a un zero relacional, 0,, diferent del
0 cardinal definit.

38.56 - Re2,=(Ex, y) & (x+y) & (R=2x}y).

3857 HRe2,=(D'RARel)(D’ROQ R=A). Si
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una relacié R és biindividual, el seu pre i postdomini sén classes-
unitat sense element comu, fora de la classe nulla.

3858 - Re2,=(D'R, @' Rel)&(C'Re2).

3859 - Re2,=[C'Re2&(ROR=A).

§ 39

Subclasses i subrelacions

Per a l'estudi pregon de lestructura interna de les classes i
relacions posseeix una importancia cabdal considerar les subclasses
i subrelacions. La teoria logica de l'axioma de Zermelo es basa
en les proposicions i definicions segiients:

I. SuBcLASSES. — En el § 30 varem definir Cl' « i Clex’ a.
Ara eixamplem ambdues definicions per a qualsevol classe, amb
la qual cosa haurem definit els simbols mateixos CI i Cl ex, pres-
cindint de llur aplicacié a una classe determinada a:
Def. 390.01 Cl=13% @ {x =8(@C a)}. I si excloem la classe
nulla,

Def. 39.02 Clex=38{x=0@Ca) &E!p}. Siadés una
classe determinada amb 7 elements, el nombre total de subclasses
incloses en ella és 2" per tant, el nombre de subclasses d'una
classe determinada és sempre major que el nombre d’elements
de la mateixa classe. Cl'a és una funci6 objectal. La segona
definicié Clex’ o s’empra en l'axioma de Zermelo: «Per a qual-
sevol classe « existeix una relacié (selectiva) R tal, que si { és
una subclasse no buida de «, R’ existeix i pertany a @ (és a dir,
que existeix un sol element privilegiat dins §, el representant de )»,
aixo és:

(ER) (®) {6 eClex) > (R B ¢@). La importancia per a la
teoria dels conjunts d’aquest axioma o del seu equivalent, I'axioma

multiplicatiu, és prou coneguda en matematiques. En tractarem
més endavant sota el punt de vista logic.
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Def. 39.03 Cist = Cl' Cis. Cls? és el simbol propi d’una classe
els elements de la qual siguin classes CL Cls? és una classe de
segon ordre.

Def. 39.04 Cis® = CI' Cis?. Cls® és una classe de classes de
classes; i noteu que emprem funcions descriptives.

Teoremes:
3001 Cla=¢@Ca).

39.12 Clexa=3(3Cad E!p).

39.13 feCla=BCa.

39.14 BcClex’a=(3Ca) & E! .

39.15 |- Clex' a=Cl' a— ' A.

39.16 | A =Cl'a La classe nulla esti continguda en Cl’ a:
obtindrem, doncs, Clex’a, segons el teorema anterior, traient,
mitjangant 1’'operaci6é —, la classe nulla ¢ A.

39.17 |- CI' A = A. Les subclasses de la classe nulla sén
la mateixa classe nulla.

39.18 —aeClla. « és subclasse d’ella mateixa.

3919 ael—>(Cl'aCOv1). Sila classe « és un element
de la classe-unitat, se'n dedueix que les subclasses de « seran 0,
o bé 1.

3920 aec2—>(Cl'aCOv1y?2).

39.21 - (@eClac&yCg) —(yeCla. Les subclasses de 8
estan incloses entre les de «, si § mateixa és una classe de a. Pro-
pietat transitiva.

3922 |-@,vyeCla=8U yeCl'a Si @, v individualment
sén classes dins «, llur suma també ho seri.

39.23 s'Cl'a=a. Amb tots els elements nous de totes les
subclasses de « es forma una classe s’ (la suma conjuntual) que és
idéntica a la mateixa «.

3924 s'Clex’' a=a.

39.25 ' Cl'a= A. El producte conjuntual de totes les sub-
classes de «, o sigui la classe aplegadora dels elements comuns a
totes les subclasses de «, és la classe nula, car, segons 39.16, es
troba dins qualsevol classe o subclasse, i solament ella és una classe
comuna a totes les parcials.

39.26 |- (CV'a= Cl'B) = (e = B). Si les subclasses de dues
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classes @, @ sén idéntiques, ho sén elles mateixes (identitat de les
parts a identitat del tot). I llei semblant per a Clex'.
39.27 |- Cl'x ¢ Cls®. La classe de totes les subclasses de «

és una classe de segon ordre.

II. SUBRELACIONS. — Eixamplant de manera semblant les
definicions 31.012, 013, obtindrem:

Def. 39.05 Ri=% P {1=R(RC P)}.
Def. 30.06 Rlex— %P {x=R(RCP)&E|R}.

I valen els teoremes corresponents als anteriors; enumerem
els més notables.

Teoremes:

39.28 | A eRI'P. La relaci6 nulla és sempre subrelaci6
d’una relacié P.

39.29 — RI' A =¢ A. La relacié nulla no té altres subrela-
cions que ella mateixa.

39.30  (Re2,)—> (RI'PCO,L 2,). Siuna relacié R és del
tipus parell ordenat, les seves subrelacions seran o bé de la cate-
goria zero relacional, o bé pare]l ordenat.

39.31 — (RIP=RI'Q)=(P=0Q).

Finalment, uns teoremes sobre les subrelacions contingudes en
les relacions d’identitat i diversitat.

39312 —PeR'J=PeRlI'].

39313 —PeR'J—>C' Pel.

39314 - A eRV].

39315 —mPECJ—>PlaC].

39.316 | (PCJ&acl)—>(Pla= A).

39.317 - P2C J—>PC].

39.318 - RI'ICTr.

III. LES RELACIONS DELS MEMBRES D'UNA CLASSE AMB ELLA
MATEIXA. — En el § 26 varem definir ¥ ¢ @ mitjangant una funcié
prop. uniargumental Def. x ca=F (¥). Ara que hem bastit la
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teoria de les relacions, podem definir e relacionalment, com a
la relaci6 que diu un element x amb la seva classe, sempre que
valgui ¥ ea, o la prop. corresponent F (¥). A aquest canvi de
significacié hauria de correspondre un nou signe, v. gr., ¢’ amb
la definicié

Def. 39.07 ¢ =xa (xca). Perd no cal pas emprar-lo, puix
que es demostra deductivament (i ho diu el mateix discurs formal)
que x &' =% ea: aixd és, la relacié especial (¢) d’'un membre x
amb la seva classe «, és la d’ésser-ne element (e).

El tractament relacional de ¢ posseeix una gran importancia
per a la teoria de les relacions selectives, les quals determinen dins
una classe un element distingit, amb una relaci6 original respecte
a la classe total. Aquestes relacions sén subrelacions de e: per
aixd convé de definir e relacionalment. La teoria logica de I’axioma
de Zermelo en fa un s continu.

Teoremes importants:

39.32 ?fx = a. La classe dels antecedents de la classe «,
i que pertanyen a ella, és la mateixa classe a.

3933 —D'==7V. El predomini o classe dels antecedents
de la relacié ¢ (que no restringim com en el teorema antecedent
a la classe @) és la classe universal; car qualsevol classe pot esde-
venir element d’'una altra classe. En canvi:

39.34 —=Q'e= Cls— ' A, car la classe nulla no pot fer de
consegiient de la relaci6 general, per tal com si " A es troba dins
qualsevol classe, no val pas la inversa.

39.35 |-¢|&=V. La relaci6 ¢|% és una relaci6 universal.
En efecte: és Ja relacié d'identitat de qualsevol objecte amb ell
mateix.

3936 e =22 (xead aecx). Notem que s}x és una
relacié, la mateixa e limitada en el postdomini a una classe de
classes z. Aquesta relacié ¢l s'empra molt en aritmética, en el
problema de triar un element de cada una de les subclasses g, @, ¥.....
contingudes en x. Aquesta tria es fa mitjangant relacions espe-
cials (relacions selectives), i totes han de trobar-se contingudes
en la e
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e

39.37 - RCe=(a) R"«Ca Condici6 perqu¢ R sigui una
relacié del tipus e.

39.38 1€ s La relacié de l'individu tnic amb la seva clas-
se-unitat és una relacié e.

§ 40

Les relacions uniplurivoques, pluriunivoques i biunivoques

Aquestes tres classes de relacions sén d'una importancia cabdal
per a les matematiques. Es troben, tanmateix, en totes les ciéncies;
pertany, doncs, a la logica d’assenyalar llurs lleis generals, inde-
pendents del contingut significatiu propi amb qué les amaren i
sadollen les ciéncies no formals.

I. DEFINICIONS GENERALS. -— Una relacié s’anomena uniplu-
rivoca (einmehrdeutig, one-many relation) si essent y un membre
qualsevol dels consegiients de R, aixo ¢s, de ad’ R, existeix sempre
un sol #, dins el predomini, D’ R, que posseeix amb y la relacié R.

En altres paraules: per a qualsevol y, val _13‘ y el; da classe del
predomini és la classe-unitats. Aixi, la relacié «pare de» és uni-
plurfvoca; per a cada fill existeix sempre un sol pare. En algebra
la relacié «quadrat de x» és uniplurivoca, car per a cada valor de x
(positiu o negatiu) correspon un sol nombre, «l quadrat de .
La funcié sin x és del mateix tipus: per a cada valor de x n’existeix
un sol de sinus. Designem amb (1 — Cls) les relacions unipluri-
voques: si R és una relacié d’aquesta mena i ycQ'R, existeix
sempre la funcié uniobjectal R’ y, per a qualsevol y; de manera que
podem escriure: Re(l—Cls)=(y) (yc@'R—E! R'y). Segons
aixd, son funcions uniplurfvoques les funcions objectals Inv, D,

a, C, ‘1:;, {R_, $, S, b, s, Rl, Cl. Si R és una funcié uniplurivoca,
R’y és una funcié uniobjectal; i, inversament, qualsevol funci6
uniobjectal pot ésser deduida d’'una relacié uniplurivoca.

Una relacié s’anomena pluriunivoca (mehreindeutig, many-one
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relation) si essent # un membre del predomini de R, aixd és de D’ R,
existeix un sol consegiient y, que té amb x la relacié R; en altres

termes, Rxel Segons aixd, és clar que les relacions pluriuni-
voques sén les inverses de les uniplurivoques, v. gr., la d’arc sin z,
a un sol consegiient corresponen molts d’antecedents. EIl simbol
propi d’aquestes relacions serda (Cls — 1).

Finalment, una relacié s’anomena biunivoca (eineindeutig, one-
one relation) si és alhora uniplurivoca i pluriunivoca; o bé una
relacié i la seva inversa sén uniplurivoques. En sén exemples
la relacié ¢«quadrat d’un nombre positius, «la inversa de R», t, %,
Cl, RI; en els paisos cristians la relaci6 de «x casat amb y». Signe
propi (1 —1).

Nota: Per tal com entre signes de classes, «, @, &, v, 1, 2
Cls, 0..... mai no s’empra —, no donara lloc a confusi6 servir-se’n,
al costat del mateix signe significant implicacié. Naturalment
que en (1 —1), (1= Cls) i (Cls — 1), el signe — no significa im-
plicacid.

Definim ara una nova noci6é: dues classes @, @ s’anomenen
similars si existeix una relacié biunivoca R tal com D'R=a
i @' R=8, o sigui, si és possible de relacionar llurs elements de
manera que #n d'una classe s'uneixi amb un sol de l'altra, i in-
versament: sense ometre ni repetir cap d’ells. Aleshores escriurem
@sm (3 (sm, abreviacié de similis), i llegirem: ¢z és similar a @»
Veurem que quan dues classes @, § sén similars posseeixen e] mateix
nombre cardinal. De la qual cosa prové la importancia cabdal,
per a l'aritmética, de les relacions biunivoques.

La condicié logica d'una relacié pluriunfvoca és

(y)(yeD'R—»E)"yel),

aixod és:
REQURET;

i semblantment per a una relacié uniplurivoca,
R"D'RC1.

I una de biunfvoca emplenara alhora ambdues condicions.
Per a generalitzar, podem definir les relacions Cis — 1, 1 — Cls,
11, com a casos particulars de relacions entre classes @, § que
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-
emplenen les condicions, (R’ @’ R C a) & (R” D’ RC @), si la classe
dels consegiients de la relacié R es troba dins «, i la dels antece-
dents dins @, aleshores entre alguns elements (almenys) de les
classes «, B, es déna la relacié6 R. Considerem, pero, totes les
relacions que compleixen les condicions imposades al pre i al post-
domini de R, i podrem parlar en general de la relacié entre «, .
Aleshores definirem:

A = -

Def. 40.01 «—8=R{(R"Q'RCq) & (R"D'RC{)}.

De la qual cosa, sense cap nova definicié, obtenim 1—1,
1—->Cis, Cls—>1. En lloc de Cls podem posar qualsevol amb
dos, tres o més elements.

Els teoremes més importants sén:

—> <

40.10 — Re(e—>B)=(R"Q' RCa) & (R"D'RC8).

4.1 Re(@a—>p)=0)(yeq@ R>Ryea)&(») (xeD'R
—> ‘(}_E”' x e ).

Dues formulacions de les condicions exigides per tal que R
sigui una relaci6 del tipus « — §. Llegim la segona: que una re-
laci6 R pertanyi al tipus « —  equival a afirmar que, per a qual-
sevol ¥ que es trobi dins el postdomini de R, la classe dels seus
antecedents es troba inclosa en «, i ensems que, per a qualsevol %
que es trobi en el predomini de R, la classe dels consegiients de z,
segons R, es troba dins .

40.12 B —> a = Im" (x = @).

40.13 - (eCy&R3C3) — [(ea—P)C(y—123)l.

014 — («—>Cls) = R (R @’ RCa).
40.15 | (Cis— ) = R (R"D’ RCp).
40.16 | (2 — B) = (« — Cls) o (Cls — 8).

II. LLEIS ESPECIALS PER A 1 —1, 1 = Cls, Cls = 1. — Quant
a la representacié grafica, notem que en una relacié uniplurfvoca
de cada punt només surt un vector, i tots aquests vectors menen

—
a un sol objecte, a un sol punt R’y ¢1 (relaci6é dels fills al pare).
En una relacié pluriunivoca a cada punt es dirigeix només un
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vector, encara que d’un mateix punt en surtin molts (relaci6 d'un
pare a cada un dels seus fills). En una relaci6 biunivoca solament
existeixen parells deslligats de punts units amb un vector doble
(relaci6 directa i inversa), si el pre i el postdomini no tenen ele-
ments comuns. Si un mateix element pertany a ambdés dominis
posseird un vector circular.

Relacid uniplurivoca Relacid pluriunivoca Relacié biunivoca
a 'b c l? a’ b
d a b ¢ é b
Fig. 7 Fig. 8 Fig. o

L’esquema matricial sera: en una relacié uniplurfvoca, cada
columna només té un lloc ocupat; en una pluriunivoca, només és
ple un lloc a cada linia; en una biunivoca, totes les columnes i lfnies.
Fem els esquemes matricials corresponents als tres vectorials:

—a b ¢ —d a b
FRh @ il 15
Fig.7a d|v v v Fig. 8a a

b

c

Fig.oa a|v v
NN

<< <

|
Teoremes:

40.17 1-Cls=R(R" Q' RC1).
40.18 |- Cls—1=R(R"D'RC1).

- -
40.19 —1>1=R(R"Q"RC1) & (R"D'RC1).
4020 H1—->1=(1—->Cils) n(Cis—>1).

4021 Re(l—Cl)=R"q RCL.
4022 | Re(Cls—>1)=R'D’ RC 1.

4023 - Re(l—1)=(R"Q RC1) & (R"D'RC1).
4024  Re(l—>1)=R ¢ [(1— Cls) & (Cls - 1)].

4025 —Re(l>Cl)=()(E!Ry—>Ryel).
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< <
4026 —Re(Cls—>1)=(@x)(E!R'x—>R'x¢l).

—> — =
4027 —Re(1>1)=()(E!Ry—>Ryecl) & () (E! R'x—

e
—R'zel).

40.28 — () E! R'y—> R (1 — Cls).

4029 | (x) E! R x— Re(Cls—>1).

4030 — () (E'Ry) & @® (E!R'x)~>Re(l—>1).

4031 —Re(1>Cl)=@x9.2) @Rz &xRz)—> (=)

4032 —Re(Cls—>1)=(@x%2@FRy&xR2)>= z).

4033 FRe(1—=>1)=@x2[(*Rz&yR2) — (x = v)] &.
&[xRy &xRz)—(y=2)

4034 —Re(1—>Cl=(R|R=1}D'R).

4035 —Re(Cls>1)=EK|IR=I}Q'R).

4036 —Re(l—->1)=(R|E=I'D'R & (K|R=I}Q'R).

Aquestes tres darreres lleis sén molt interessants: la 40.34 diu
que en una relacié uniplurivoca, la relacié d’identitat es troba
limitada al camp dels antecedents; car, en efecte, en elles l'ante-
cedent és tnic. La 30.34 afirma que en les pluriunivoques la
identitat es troba limitada dins la classe dels consegilents, puix
que el consegiient és unic. En realitat, les relacions R | R R|R
menen a un sol terme. Ambdés casos es realitzen alhora en les
biunivoques.

40.361 |~ Cls > 1 = Imv" (1 — Cls).

40.362 1 — Cls = Imv" (Cls — 1).

40.363 —1—>1=1Im"(1-1).

La inversa d’una relaci6 pluriunfvoca és uniplurivoca, i vice-
versa: les inverses de relacions biunfvoques també ho sén.

40.364 — Re(l— Cls)=R e (Cls—>1).

40.365 |~ R e (Cls—>1)=R ¢ (1 - Cls).

40366 - Re(l1>1)=Re(1->1).

4038 H[Re(1>Cls)&SCR]—>Se(l~> Cls); i lleis sem-
blants per a R e (Cls—1) i R (1 - 1), que ens diuen que la pro-
pietat d’una relaci6 d’ésser dels tipus indicats es conserva en les
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seves subrelacions; la qual cosa val per a RI’, per a la classe sen-
cera de totes les relacions parcials.

40.39 | R e(1— Cls) > [RI' R C (1 - Cls)].

4040 | R ¢ (Cis— 1) — [RI' RC (Cls — 1)].

4041 Re(l—-1)—>[R''RC(1->1)].

4042 - Re(l—Cls) > [RASC(1— Cls)].

4043 - Re(Cls—+1)—>[RASC(Cls—>1)]. I, semblant-
ment, per a Re (1 —1).

40.431 |- [Re(1—Cls) & S ¢ (Cis - 1)] - [R ASe(l -1

4044 R, Se(1—>Cls)>R|Se(l—>Cls). I lleis anilo-
gues per a les altres menes de relacions tractades. El producte
relacional no altera gens ni mica el caracter de les relacions que
hem estudiat, i el mateix s'esdevé amb V'operaci6 A.

4045 - R<(1-—>Cls)—> R} ye(1— Cls).

4046 - Re(1—>Cis) >@B R}y e(l—>Cls). I lleis sem-
blants per a les altres dues classes de relacions; la qual cosa ens
indica que l'operaci6 limitacié del pre i postdomini, o d’ambdés
alhora, no altera aquests tipus de relacié.

Classifiquem, segons aquests tipus, les relacions estudiades:

Tipus 1 —»1
A: Inv: sg, gs, I, v, %, Cl, R, Cl ex, R ex.
Tipus (1 — Cls)
w— - .
R, R D QC 2 s 9, s

§ 41
El principi d’abstraccié relacional

Per tal com aquesta introducci6 s’adreca, no solament als
matematics, siné als fildsofs, tractarem aci, seguint Carnap, la
teoria relacional de l'abstraccid.

Distingirem entre relacions de similitud i relacions d’igualtat;
car ambdues menen a conceptes de caire universal, a entitats
abstractes universalistes.
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Una relaci6 simétrica i reflexiva mena a una similitud: entenent
per similitud, una igualtat aproximada, una semblanca que no
arriba a igualtat absoluta, siné que les diversitats es troben dins
de limits estrets. Exemple: la semblanca quant a color, quant
a algaria. Aquesta relacié correspon a frases com ¢4 es retira
molt a By, A, B i C sén, si fa no fa, iguals». Aquestes relacions
s6n simétriques, ja que «si A és semblant a B, B ho és a A», 1 re-
flexives, car «4 és semblant a ell mateixs. Perd no sén sempre
transitives, car les petites diferéncies augmenten amb la transi-
tivitat. Aviat passarem els limits, vencent la diversitat. Si diem,
per exemple, que A és si fa no fa tan alt com B,i B com C,
i C com D..... si les diferéncies en plus sén petites entre 4, B, C, D
presos de dos en dos, potser no ho seran entre A, Coentre A, D
si augmenten en el mateix sentit. Apleguem totes les relacions
simétriques i reflexives: aleshores definirem el concepte de simi-
litud, i cada grup d’ella un sol concepte, més o menys universal
(semblanga quant a color, quant a algaria, als trets fisonomics .....),
la qual cosa ens permet de tractar una munié d’individus o coses
amb un mateix predicat. Hem format, hem abstret, un quasi
objecte, segons la terminologia de Carnap, objecte semblant al con-
cepte de classe, classe de classes.....

Considerem ara relacions simétriques i transitives, que sén
sempre una mena d’igualtats: si es troben dins la classe de relacions
reflexives totals s’anomenen relacions d’igualtat total. Podem,
doncs, definir la similitud (Sim), com una classe els elements de
la qual sén relacions Sym i Rf.

Def. 41.01 Sim = Sym n Rf.

I la igualtat Ig dins un camp determinat es definird com la
classe de totes les relacions simétriques i transitives.

Def. 41.02 Ig = Tr o Sym.

Si considerem, perd, relacions simetriques i transitives tals
que es trobin incloses en el tipus de relacions reflexives totals,
obtenim la igualtat total, Igf, com a classe de totes elles.

Def. 41.03 Igt= Tr 0o Sym 0 Ref = Ig o Ref.

Veiem que la igualtat posseeix les propietats de la similitud:
el que direm, doncs, d’'aquestes, val per a aquelles.

Si R és una relaci6 de similitud, breument, una similitud,
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direm que una classe « és un cercle de similitud respecte a R, si
qualsevol parell d’elements de « satisfa la relacié R, o mena a un
parell propi de R; i, ultra aixd, no hi ha, fora de «, cap nou element
que tingui amb tots els altres de « la mateixa relaci6 R. La re-
laci6é « és semblant a v en tant que home» és una similitud; car
deixem de banda petites (relativament) diferéncies individuals.
Formarem el cercle de similitud prenent una classe o conjunt
d’elements que tinguin entre ells la relaci6 dita i anirem emplenant
el cercle amb tots els elements que tinguin, amb qualsevol del
ja trobats, la relacié indicada. Naturalment que un cercle de
similitud separa la classe sencera dels o de la resta dels objectes
perd només amb una separacié parcial, aixd és, respecte a la re-
lacié R; no pas, pero, respecte a d’altres relacions. Si considerem
successivament les classes @, @, @3 que anem formant de mica
en mica sense exhaurir encara tots els elements estranys, aleshores
formem cercles parcials de similitud; el cercle maxim és I'inic que
s’anomena cercle de similitud, i és una funci6 descriptiva per a
cada relaci6 R, Sim' R. Si considerem un seguici de relacions
R,, R;, Rs....., sota la condicié R, € R;, R, € Rs....., llurs cercles
maxims i propis de similitud sén concéntrics: el cercle minim absolut
és l'individu en tant que original. S’escaurd, perd, de vegades,
que no valgui R;C R,, sin6 que R; A R, solament existeix en
alguns parells: aleshores els cercles tenen punts comuns, sense
arribar a ésser conceéntrics. Exemple: si formem una classe de
similitud amb la relaci6 « és, en tant que home, semblant a y» (R,),
i, y son, si fa no fa, d’l metre i mig d’al¢aria» (R,), el cercle R,
enclou molts elements del cercle determinat per R;: no sén, perd,
conceéntrics.

Els cercles d’igualtat encara sén més tancats, v. gr., la igualtat
entre les classes-unitat o classes-parell: i, naturalment, menen a
una nova classe d’elements a la qual correspon un nou concepte
més unit, més distint dels altres.

Notem que el métode de formar el cercle total de similitud
o igualtat, mitjancant una relaci6 donada, mena a una funcié des-
criptiva Sim’ R, que defineix un sol objecte (element, classe, classe
de classes.....), i, per tant, podem formar amb dret un concepte,
partint i tot de molts elements. Hem obtingut un meétode d’abs-
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traccié molt perfecte, que empra objectes determinats, una relacié
formadora de l'extensi6, aplegadora dels elements. Amb aixo
bastim una classe total. Tenim dret, doncs, a formar #n concepte
distint dels altres i dels elements, ordenat perd vers ells; aixo és,
un concepte universal: Regla logica d'abstraccid.

I aquest mateix métode ordena amb ordre de perfecci6 interna
els conceptes universals: a) Conceptes universals superiors, corres-
ponents a cercles d’igualtat total, bastits amb relacions Sym, T7, Ref;
b) Conceptes universals intermedis, corresponents a cercles d'igualtat
parcials, formats amb relacions Sym, T#, Rf; ¢) Conceptes universals
inferiors corresponents a cercles de similitud, formats amb rela-
cions Sym, Rf.

Amb aixd resta explicat el fonament logic per a bastir nous
conceptes, mitjangant 1’abstraccié, encara que la propietat o atribut
del nou concepte no se’ns ofereixi directament com imposant-se
objectivament.

Quant a la representacié simbolica, notem: si la relacié bas-
tidora de la classe i del concepte és de tipus similitud, I'esquema
vectorial es compon o bé de parells deslligats d’elements, units,
pero, els dos elements de cada parell amb doble vector i cada
punt amb vector circular, o bé estan units molts d’ells amb vectors
dobles, perd la unié mai no arriba a tots sortint d'un de deter-
minat, puix que manca la transitivitat total. En canvi, si la
relacié és d’igualtat, cada punt estd unit amb tots amb doble
vector, i cada punt posseeix vector circular.

Un teorema molt important és:

41.11 }—(SSGS)&(S=§)=(ER){[Ra(Cls—ﬂ)]&(S:Rlﬁ)}

Aquest «principi d’abstraccié» diu que si una relaci6 és tran-
sitiva i simétrica equival a una relaci6 R | ﬁ; aixo és, si la relacié S
val entre x, ¥, existeix un terme « tal que valen x Ra & a Ry,
segons la definicié de R | I%, 0, en una altra forma, la relacié ¥ Sy
equival, si és Tr i Sym, a x Ra & y Ra. Prenguem ara « com
a terme especial: tots els x, y es troben relacionats, mitjan¢ant
una mateixa relacié R, amb wun mateix terme « Podem, doncs,

prendre a com a ferme representant, com a delegat logic vinic dels x, y;
és el concepte o classe universal propia de la relacié S.

65



INTRODUCCIO A LA LOGISTICA

§ 42

Similaritat entre les classes

Dues classes «, { seran anomenades similars si existeix una
relacié6 R biunfvoca, el predomini de la qual sigui la classe «, i el
postdomini la classe @; la qual cosa expressarem dient que ¢ €s
similar a @» o amb notacié propia: asm @. Cal, doncs, distingir
entre Sim i sm. Veurem aviat que quan dues classes sén similars
posseeixen el mateix nombre cardinal. D’aqui prové la impor-
tdncia del concepte de «similaritaty.

Def. 42.01

asmB=(ER)[Re(l1>1)&(e=D"R) & (p =@q'R)]

Pot molt bé esdevenir-se que existeixin ensems moltes rela-
cions biunivoques entre «, (: aleshores podrem definir la classe
d’aquestes relacions escrivint asm @; i definirem:

“— <~

Def. 4202 asmB=(1—-1) aD'and’p.

La classe de les relacions de similaritat entre les classes @, (
son totes les relacions biunivoques en les quals « és la classe dels
antecedents, i § la dels consegiients. Encara podem generalitzar,
la definicié anterior, prescindint de la naturalesa particular de les
classes @, §, fixant aleshores el concepte mateix de similaritat,
que sera:

Def. 42.03 sm =& § (E ! a5 f).

«La similaritat mateixa és la classe de totes les similaritats
entre dues classes qualssevol.»

Notem que les classes @, 3 poden pertanyer a qualsevol ordre,
classes individuals, classes de classes.....; consegiientment, el simbol
sm posseeix ambigiiitat sistematica. Tampoc no cal que «, § siguin
del mateix tipus, o sigui, que la relacié R sigui homogénia: no de-
manem siné biunivocitat entre els elements de «, 8. Anomenem
una relaci6 R biunfvoca entre «, @, correlador comjuntual (a dis-
tingir dels correladors relacionals dels quals parlarem més endavant),
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Teoremes importants:

4210 FRe:(1—1)—>[(D'RsmQ R) &(Q' RsmD’R). Si
una relacié és biunivoca, sén biunivocament coordinables (o sén
similars) el pre amb el postdomini, i inversament.

4211 | (esma) & I} ae(asma). Propietat reflexiva de la
relacié de similaritat. Si « és similar a «, i restringim la relacié
d’identitat, aixd és, considerem la relacié d’identitat només entre
els elements de @, aquesta relacié d'identitat es troba dins qual-
sevol correlador. La identitat conserva la similaritat.

42.12 —ReasmfB= Re @ sm «. Propietat commutativa de
R amb ﬁ, mantenint-se la similaritat. Si R és un correlador

entre a, B, ho és també R entre @, @ La similaritat és una relacié
simetrica.

42,13 |- [ReasmB & Scpsmy]>R|Scasmy. Propietat
transitiva de la similaritat. Si R és un correlador conjuntual
entre @, B, i S entre B, 7, el producte relacional de R, S és un
correlador entre «, 7.

42.14 |+ Inv' sm = sm. La inversa de similaritat és simi-
laritat.

42.15 |— sm® = sm.

42.16 —asmB—> (ysma=ysmp).

4217 acl—>Bsma=pel).

42.18 1= 3(3 sm ' x): «1 és la classe de totes les classes
similars (o biunfvocament coordinables) amb la classe-unitat.»

42.19 — A sm A\. Zero és solament biunivocament coordina-
ble amb zero.

4220 esm A=((= N).

4221 —0=273(Bsm A).

4222 {asmpaysmi&(@oy=A&@od= A} >
— (@ ) sm (3 U 3). Aquesta prop. és fonamental per a la
teoria de l'addicié.

4223 (asmy &psm3&yCB&E3Ca) — (asmp). Es el
teorema de Schriéder-Bernstein en la teoria dels conjunts. Si
la classe « és biunivocament coordinable amb la v, i la § amb la 3,
i, amb tot, 7 és una part de § (propia o impropia), i 3 ho és de «,
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es dedueix que « és biunivocament coordinable amb @§. Amb
aquests teoremes purament logics ens atansem continuament a
I'aritmética. No volem amb tot avancar un sol pas més, per tal
que resti ben palés el cami que hi mena.

§ 45

Teoria general de les seleccions

La teoria logica de les seleccions és necessaria per a la defi-
nicié estricta de la multiplicacié entre classes amb elements {inits
o infinits. Distingirem dues classes de seleccions: 1) Seleccions
practicades dins classes. 2) Seleccions fetes dins relacions.

I. SELECCIONS DINS CLASSES.—Sigui z una classe, els elements
de la qual siguin també classes; direm que p és una classe selecta
de %, si hem format p triant un sol terme de cadascuna de les
classes, elements de =. Si, per exemple, » es compon de dos
membres «, @, i val xea, yeB, (x+9), 24U 'y és una classe
selecta de x. Operacié logica semblant a triar de cada societat
un sol membre per a representant en un Congrés de totes les
societats de la mateixa finalitat: l'aplec d’aquests representants
forma una classe selecta dins la classe de totes les societats-ele-
ments de x.

En el cas especial que » enclogui com a elements classes sense
membres comuns, és a dir, classes exclusives, aleshores una classe
selecta es compon amb un terme qualsevol de cadascuna d’elles;
tenim, doncs, que p. serd una classe selecta de = si val

MCs' %) & (@) {(zex) > (wna) e},

La darrera condicié (. mna) ¢1 (la classe selecta té amb una
classe qualsevol de x només un element comi o la classe-unitat)
no val si les classes-elements de % tenen elements comuns: aleshores
si x és element de «, 3, x e, % ¢, i l'elegim com a representant
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de @ i triem y dins B com a representant d’ella, la classe § tindra
aleshores dos representants dins la classe selecta p.

Si % és una classe de classes exclusives, entre el terme triat
i la nova classe existeix una relacié biunivoca, per tal com aquest
terme solament es troba en una classe. I existeixen les funcions
objectals ¢el representant de la classe a» i Wa classe del representaty;
i el mateix dirfem de les altres classes. En canvi, si » no és una
classe de classes exclusives, un mateix terme pot ésser triat com
a representant de dues o més, i aleshores la relacié entre ell i les
seves classes representades és del tipus relacié uniplurivoca.

Aquesta relaci6 entre el representant i la seva classe s'anomena
relacié selectiva o selector. Si R és una relacié d’aquesta mena, val:

Def. 43.001 () (xex—> R aea) & (@' R =12x);

o bé:

Def. 43.002 Re(1 - Cls) & (RCe) & (Q" R = ).

Si R és una relacié selectiva que relaciona un element amb
la seva classe, pertany a la classe de les relacions uniplurivoques.
Ultra aixd, R és una relaci6 enclosa en el tipus més general de la
relacié e d’un element amb la seva classe i ensems la classe dels
seus consegilents és una classe de classe, aix0 és, la mateixa p.
Notem que hem d’emprar una mateixa relacié per a triar els re-
presentants i formar la classe p, de manera que no sén selectors
les relacions que només permeten de triar representants d’algunes
classes, no pas de totes les subclasses de x. Naturalment que
amb una altra relacié selectiva podrem formar una altra classe
de representants: sempre, perd, cal demanar de cada selector que
trii una classe de representants de totes les subclasses.

Si R, doncs, és una relaci6 selectiva, D’ R, la classe dels seus
antecedents, és una classe selecta; i si u és una classe selecta, existeix
sempre una relaci6 selectiva R, de manera que valgui p.= D’ R.
Segons aixd, l'estudi de les seleccions fetes en classes de classes
equival a l'estudi de les relacions selectives. Generalitzem ara les
definicions: la classe formada amb les relacions selectives (que poden

ésser nombroses) fetes en una classe de classes x, s'anomena eg 7

i obtindrem la definici6 técnica d’aquest simbol de la segiient
manera:
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Def. 43.003 Ree,x=Re(1—>Cls) ERCc& (Q R=1x);
i per a qualsevol R:

Def. 43.004 &%= (1 Cls) AR e 6Q %

«La classe de relacions selectives és la classe formada amb la
classe de relacions uniplurivoques (1 — Cls) que siguin ensems (0)
relacions parcials de la relacié ¢, i ensems classes que facin 'ofici
de consegiients respecte a la classe de classes %.» Aleshores podem
formar el concepte superior, classe de classes selectes, aixd és, la

’

classe de les classes de relacions selectives, que és D" €y %

En general, si val # ex, R’ «, el representant de la classe g,
pot ésser qualsevol dels seus elements, perd en general la relaci6
selectiva sera diferent per a cada element triat. Consegiientment,
si deixem com a representant de les altres classes de » els mateixos
elements primerament triats, i variem solament el representant de
la classe @, el nombre de relacions selectives és igual al nombre
dels elements de «, i, per tant, el nombre total de relacions selec-
tives, fent la mateixa operaci6 de canvi de representants en totes
les classes de %, és igual al producte del nombre de termes posseits
per les classes-elements de #. Si % és finit, obtenim la definicié
ordinaria de multiplicacié; perd tant si % és finit com si no ho és,
si definim el producte, mitjancant el nombre de relacions selec-
tives, aquesta definicié compleix totes les lleis formals de la mul.
tiplicaci6.

Un exemple: Sigui la classe % la suma de les classes a, 8, v, 3
sense elements comuns; s'x=a B Ayvynsd i « la classe dels

! : il d < 6
nombres racionals x, que compleixen la condicié 5 S 5"
I < <l i< =16 19 < =21
S b tm —_——=— Y, — ==} §, —=X= —:
emblan ent(ﬁ,5 % 5,;,5 x 5 0,5 % 5,Ia.

relacié determinada per la funci6 y = [#], on [x] és el valor enter
major de x, variant en els dominis indicats, és una relacié selectiva
o selector dins x, car de cadascuna de les seves subclasses @, 8, 7, 3
tria un element (1, 2, 3, 4) formant amb tots ells una nova classe p.
de representants. Escriguem la funci6 y = [x] en forma de re-
lacié y R [#], el R’ [a] és I'element tnic, 1; R’ [¢] és el 2; R’ [y] és
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el 3; R’ [3] és el 4; D’ [#] és la classe selecta = (1, 2, 3, 4) triada
dins x» per la relacié dita. Existeixen altres relacions selectives
per a la mateixa classe p, V. gr., la relaci6 ¢valor mitja entre els
dos extrems de cada subclasse de »». Aquest criteri tria dins a,
8, v, 5 la mateixa classe (1, 2, 3, 4). Perd si posem la relacié més
general («alor mitjd entre l'extrem inferior i ’enter més proxim
a ell dins cada classe»), obtenim com a classe de representants
(1% % —f%, ?—g) relacié que correspon a la funcié y = L—;ﬁ
on L és el limit inferior de cada classe «, @, Y, 3. Semblant-
ment definirfern moltissimes altres relacions selectives. Si designem
amb R,, R, les dues relacions definides per llurs corresponents
funcions, P; %, o la classe dels selectors dins % comprén entre
d’altres, els selectors Ry, Ry, D" Py = significara la classe formada
amb totes les classes diferents de representants, formades a llur
torn pels diferents selectors.

II. SELECCIONS DINS LES RELACIONS. — La generalitzacio
dels resultats anteriors és molt planera. En la seleccié d’'una
classe de representants dins la classe x empravem la relaci6 ca-
racterfstica que lliga un element amb la seva classe, la relacié e.
Les altres dues condicions no enclouen cap restriccié. Ara, doncs,
considerarem el cas en qué el representant d’una classe-element
de % no tingui amb la seva classe precisament la relacié e, siné
qualsevol altra P, exigint de P, naturalment, que compleixi les
altres dues condicions. Aleshores tenim un selector de tipus nou, P,
quan els selectors anteriors eren del tipus e. En lloc de

—
E:\ % = (1 — Cls) aoR'e 0 =
posarem:

-
Pia=(1—Cl oR'P Q%

definici6 de la classe dels selectors emprant la relaci6 P. P enclou,
entre altres, la relacié . En general, P mateix no és un selector,
perd potser en trobarem un entre les seves subrelacions: P;x no
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és, doncs, sempre idéntic a P. I si volem estendre del tot aquesta
definicié posarem:

Def. 4301 Py =37{n=(1>Cl) & R'P &Q'x}, que és

la definici6 fonamental en la teoria de les seleccions; P:1 és la classe
de les relacions selectives, o sigui la classe de les relacions uniplu-
rivoques contingudes en P, i que tenen % com a postdomini.

Notem ara que no podem demostrar la proposicié:

P)(x)(xCQq'P—E! P} x): «Per a qualsevol classe de classes x
i qualsevol relaci6 P, podem concloure de — % es troba dins el
potsdomini de P — que existeixi una relacié selectiva dins la classe
de les relacions encloses en Py encara que sembli molt natural
que trobant-se z (suposem-ho) amb totes les seves subclasses entre
els consegiients de la relacié P, podrfem esperancar de trobar
entre els antecedents de P (relacionats, per tant, amb els con-
segiients de P i amb %) una classe dels dits antecedents, i entre
les subrelacions de P una relacié almenys que permetés de formar
la classe selecta p respecte a x. Aquesta afirmacié equival a
l'axioma de Zermelo: «Donada una classe de classes sense elements
comuns, i cap d'elles buida, existeix sempre una classe formada
amb un sol element de cada una d’aquestes classes.»

() E! g, Clex' a.

Aquesta afirmacié és una prop. determinada; i, com que no
sabem si és veritable o falsa, ni tampoc no posseeix l'estructura
dels axiomes ordinaris, cap d’ells purament existencial, els logfstics
no I'enclouen dins la categoria dels axiomes logics. D’aixd tracta-
rem més endavant en arribar a la part matematica.

Teoremes:

43.10 FRePyx=Re(l—>Cils) RCP &(Q'R=x).

4311 FPCQ—->P, xC @y %~ Si una relaci6 P és part
de Q, els selectors de P estan enclosos entre els de Q.

43.12 - (R eP,x»& RCQ)—~>R eQy% SiR ésun selector
de la classe de selectors determinada per la relacié P i essent R
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part de Q, R serd també un selector dins la classe de selectors de-
terminada per Q.

43.13 —E! P x—>x C Q' P. Siexisteix un selector almenys

dels de la classe determinada per P dins la classe de classes x, es
dedueix que la classe de classes % és el postdomini de la relacié P.
La inversa no és demostrable i equival a l'axioma de Zermelo.

4314 —P, AN=Y A. La classe dels selectors segons P dins
la classe nulla, és una classe-unitat de tipus relacié nula. Noteu
que no diem que és la classe relacional nulla (zero relacional),
siné una classe-unitat 1'inic element de la qual és la relacié nulla:
conté, per tant, un tnic element. Aquesta llei correspon a Ia
féormula p® =1 (u un nombre cardinal). En canvi:

43.15 —E!x— (../\"1 %= A). Si existeix una classe qualse-
vol, podem afirmar que la classe dels termes que estan relacionats
amb % mitjangant la relacié nulla és composta d’un sol element: la
classe nulla mateixa, aix0 és, la relacié nulla només val per a triar
dins cada classe-element de £k, l'element zero.

43.16 - E!'x—> A% P:1 %. Si existeix la classe %, es dedueix
que la relacié nulla no és un selector dins la classe dels selectors,
formada per la relacié P respecte a k.

43.17 - ReP, »—>(R= R} x). Si R és una relaci6é selec-
tiva, element de la classe de selectors segons P, R és la mateixa
relacié R limitada en el postdomini a la classe =.

43.18 - (ReP x &y ex) >E! R'y.

43.19 - [E! P, a& (P, a= P, §)] = (a =) Si existeix la
classe dels selectors segons P respecte a «, i la classe d’aquests
selectors és idéntica a la classe dels selectors segons la mateixa
relacié P, perd dins la classe f, es dedueix que  és la mateixa
classe ¢. Identitat de classes deduida de la identitat entre classes
de selectors, suposant que existeix aquesta respecte a la classe «
almenys.

4320 -a+f—>(PyeoP,f= A). Proposicié complemen-
taria (gairebé inversa) de l'anterior.

Fins ara hem seleccionat elements representants de les sub-
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classes de x, mitjangant relacions uniplurivoques (1 — Cls). Selec-
cionem ara emprant relacions pluriunfvoques.
Sigui ara P} » una relacié pluriunfvoca i formem Pix, la

classe dels selectors segons la relacié P i la classe %: aleshores P, =

és una classe de relacions selectives, totes del tipus relacié biunivoca,
la qual cosa és demostrada deductivament considerant el procés
simbodlic. Recordem que si limitem el postdomini de P a la classe
de classes % i suposem que P és una relacié pluriunivoca (de molts
a un element), escollir, mitjancant un selector determinat pres
entre les subrelacions de P, un element dins cada una de les sub-
classes de » com el representant, equival a determinar per a cada
representant un sol element dins la classe sencera, car la relacié
entre ell i la classe sencera ha d’ésser pluriunivoca (a cada ante-
cedent un sol consegiient): doncs a un sol antecedent per definicié
(el representant), un sol consegiient; i, com que val la inversa, a
una sola subclasse un sol element representant (en virtut de la
definici6 de selecci6), la subrelacié selectiva és biunivoca. Cada
subclasse té només un representant per a cada relacié selectiva
emprada, quan, en el cas de relaci6 (1 - Cls), un mateix repre-
sentant podia amb una mateixa relaci6 ordenar-se a moltes sub-
classes de =.

Valen els teoremes:

43.21 - Ptxe(Cls—1) — [Py »C(1—>1).

43.22
[P}xre(Cls >1) &R, S ePix] >[(D'R=D"S)=(R=29)]

Si PPy és una relacié pluriunivoca, sabem que la classe
dels selectors segons P en » sén relacions biunivoques: ho seran,
doncs, R, S si suposem que sén elements d’aquesta classe P, x,
i aleshores afirmar la identitat de llur predomini, equival a afirmar
la de les relacions mateixes sense demanar res per als postdomi-
nis: ho fa sobrer la biunivocitat.

43.23
HPixe(Cls>1)—>[D}Pixe(l>1)& (D" P} sm P, x)]

Recordem que D és una relacié del tipus (1 — Cls). Limi-
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tant, doncs, el seu postdomini a una classe P, %, si la relacié

resultant és del tipus (1 —> 1), podem concloure, amb 43.22, a la
correspondéncia biunivoca (sm) entre P, x, la classe dels selectors

segons P dins x amb la classe dels antecedents, D", dels selectors
segons P dins x. Notem que sm és aqui una relaci6 inhomogenia,
que uneix biunfvocament una classe d’elements D" P} = amb una

classe de relacions P:\ *.

III. SELECCIONS EMPRANT LA RELACIO e — Els teoremes
anteriors, formulats per a qualsevol relacié R, valen per a la re-
lacié e amb llur introduccié fem seleccions dins classes de classes,
en lloc de seleccions dins relacions. Per aixd només presentarem
alguns dels teoremes més notables:

4324 | E!¢ x—> AEx Si existeix almenys una classe @
de representants de les subclasses de %, la classe nulla no pertany
a y: car aleshores existeix almenys una relacié selectiva; i l'exis-
téncia d’una relacié demana que existeixin almenys dos elements,
aixd és, l'exclusié de la classe nulla.

Notem que no podem posar |- E! ¢, x (que és l'axioma de
Zermelo) per tal d’aplicar a 43.24 la regla de deduccié i treure
com a afirmacié sempre veritable, i— A &x.

43.25 — A exn— {e"ix = A). Sila classe nulla és un element
de %, es dedueix que no existeixen selectors per a formar una
classe p de x: val la mateixa justificacié conceptual d’abans, re-
cordant que qualsevol selector és una relaci6 que demana per a
la seva existéncia la de dos termes almenys. Per tant, encara
que dins » hi hagi d’altres classes no nulles, la preséncia de la
classe nulla fa impossible 1'existéncia d’un selector, car en aplicar-lo
a ella mancaria a la relacié selectiva antecedent i consegiient.
Aquesta prop. mena en aritmética a l'afirmacié que un producte
és zero, encara que només ho sigui un dels factors. No podem
demostrar-la inversa sense suposar l'axioma de Zermelo.

43.26 e’A N = A. La classe dels selectors dins la classe

nulla és la classe-unitat, 1'tinic element de la qual és la relacié
nuHa. EI producte dels nombres cardinals es defineix pel nombre
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de relacions selectives contingudes en x. Per tant, si x = A, el

nombre de selectors dins e, €s un producte de 0 factors, perd segons

la llei dita & A té un sol element A: per tant, el producte de
0 factors és 1. Un cas particular d’aquesta prop. és la ja cone-
guda férmula p® =1 (x un nombre cardinal).

43.271 - R e (e, ) —>{(a exn=(E! R’a)ER’aea}.

43.28 ¢y Vasma. El nombre de selectors per a la classe-
unitat, 1inic element de la qual és la classe «, és biunfvocament
coordinable (similar) amb la mateixa classe «, aixd és, el nombre
de selectors és el mateix que el nombre d’elements de «, ja que
cada element de « pot fer I'ofici de representant, i existeixen, doncs,
tantes classes de representants com elements en «: doncs tants

selectors; la classe d’ells té el mateix nombre d’elements que la
classe a.

43.29 e"s Va=1t"(x1%. " és la classe, els membres de
la qual sén totes les classes-unitat (diferent, doncs, de t’ @, classe-

unitat, I"inic element de la qual és la classe especial «); i la férmula
diu que a’A t" o és una classe-unitat, inic element de la qual és « 1%

aixo és, la classe . Equival aritméticament a la prop. que un
producte cardinal els factors del qual sén tots la unitat déna com
a valor total 1. Aqui els factors sén les classes-unitat, elements
de la classe de totes elles, " a; i aquestes classes-unitat, sub-
classes de t" a, les tractem multiplicativament, car emprem l'ope-
racié s:\, la seleccié.

43291 —xz2Cl1l— (ey» €1). Aritméticament, si un nombre és
la unitat, el producte de 1.1.1.1..... és la unitat: aixd val per

a un nombre de factors (que siguin nombres cardinals) finit o in-
finit o zero.

43.30 —E! e; A. Existeix almenys un selector per a la

classe nulla: ¢o és, segons 43.26, la classe-unitat 1'inic element de
la qual sigui la relaci6 nulla.

IV. CLASSES COMPOSTES AMB CLASSES MUTUAMENT EXCLUSI-
VvES. — Definim per tltim una nocié que ens servira freqiientment.
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Una classe formada amb classes mutuament exclusives com a
elements és una classe tal que si @, § sén dos elements diferents
qualssevol de x, @, 3 no tenen cap element comi. Aquestes classes
s6n molt importants en aritmética, car el nombre cardinal de =, s' %,
és la suma dels nombres cardinals de les seves subclasses. Escriu-
rem, amb Prin. Math., en lloc de . és una classe de subclasses
mutualment exclusivess x ¢ Cls? excl, car és una classe de segon
ordre (millor, d’'un ordre immediatament superior a l'ordre dels
seus elements). Si entre les subclasses de » no es troba la classe
nulla, escriurem: % e Cls ex?® excl.

Def. 43.02 Clstexcl=3{ (nBendatp)—>, ;(x0f= A}
Def. 43.03 Cls ex? excl = Cls® excl -—:T A

Teoremes:

43.31 |t ae Cls? excl.
43.32 | " @ e Cls ex® excl.

V. CONDICIONS PER A L’EXISTENCIA DE SELECCIONS I FOR-
MULACIONS LOGIQUES DE L’AXIOMA DE ZERMELO. — Per ara no
sabem la manera de demostrar I'existéncia de selectors per a qual-
sevol classe. Aquesta afirmaci6 admet les segiients formulacions:

3001 (P,x){xCQ'P—E!P,x}.

43.002 (P,») {P<(Cls—>1) &€2CQ' P—>E!P, ).

43.003 (P)E! P, Q' P.

43.004 () [A ex—>E! € x].

43.005 (x) [x e Clsex? excl > E| ¢, x].

43.006 (o) E! ¢} Clex a.

43.007 (») {x eClsex?excl >[(Ep) & (@) (eex—>pOac 1)]}.

Es pot demostrar que totes aquestes formulacions sén logica-
ment equivalents i menen a la prop. «Qualsevol classe o conjunt

pot ésser ben ordenats, fonamental per a la teoria dels conjunts.
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La darrera formulaci6 de l'axioma sembla la més clara: «Si » és
una classe amb subclasses mituament exclusives i cap d’elles no
és la classe nulla, existeix almenys una classe p. que es compon
dels elements triats, un solament de cada subclasse de %.» Anome-
nem-lo axioma multiplicatiu (Mult ax). I definim ara dos nous
conceptes logics: P serd una relaci6 multiplicativa (Rel mult) si
existeix P, Q' P, o sigui si val (x) xC Q' P~ E! P, »].

Def. 43.04 Relmult=P{E|P, @ P}. I direm que % és
una classe de classes multiplicativa, Cls2mult, si existeix e; %.

Def. 43.05 Cls?mult = 2{E! ¢, »}. I per dltim definirem:

Def. 43.06 Multax = (x) {x eClsex®excl— (E y) & () (xex —

pOa= 1}}. Amb aquestes definicions podem demostrar que les
formulacions primeres sén equivalents al Mult ax. Només es-
criurem 1’afirmacié més usual,

43.33 — Multax = (x) [\ e —E ! gy x]. Notem, ultra aixo:

43.34 | Multax = (x) [\ en= (4 = A)]. L'axioma mul-
tiplicatiu equival a I'afirmacié que un producte cardinal solament
s'anulla quan un dels factors és zero.

Podem provar que en casos especials existeixen selectors i,
per tant, classes de representants. Els més senzills sén:

4335 —Ela>vac{(R)E!< «} Si existeix almenys un
element dins la classe «, podem concloure que la classe-unitat
I'tinic element de la qual sigui la classe «, és una classe que posseeix
almenys un selector.

43.36 " @ e Cls®mult. La classe de totes les classes-unitat
posseeix almenys un selector per a formar una classe p. de repre-
sentants.

43.37 —-2C1 —=x e Cls® mult.
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§ 44
Relacions inductives i hereditaries

I. CADENES RELACIONALS. — Considerem la relacié R en un
parell de termes %, y, que la satisfan. Si amb un nombre finit
d’aplicacions de R a d’altres termes podem arribar a x Ry, direm
que entre x, ¥, existeix una cadena relacional, segons R. En altres
paraules: una cadena relacional entre %, y equival a l'afirmaci6
que la prop. # Ry pot ésser obtinguda amb una poténcia finita
de la relacié R. Si R és, per exemple, la relacié <, la prop. 2 <5
pot ésser obtinguda amb les prop. intermeédies 2 <3, 3 < &
doncs 2 <4; i 2 <4, 4 <5: doncs 2 <5. Entre 2, b existeix
una cadena relacional de poténcia R® Entre avi i nét la ca-
dena relacional és de segon ordre segons la relacié «avantpassat
de». Distingirem dues menes de cadenes relacionals. De primera
classe, simbol z R, y; de segona, simbol x R,,y: en x R,y la re-
lacié6 R° o la identitat pertany al camp de la relacié R: és, doncs,
R, =R'w Rv R'v R*v..... En canvi, en % R,y la identitat
no pertany al camp de R; Ry, = RW R*w R3w Ri... Un
exemple de x R,y és la relacié d’igualtat: de x Rp,y la de <.
No totes les relacions donen lloc a una cadena relacional. Per
exemple, la relacié de «doble que», «immediat a»; si sén a, b, ¢, 4,
quatre punts en una linia recta situats a distincia-unitat entre
ells, la relaci6 d’immediacié no permet de passar de a a ci &
aquesta relacié es detura al primer pas: si volem relacionar a, d,
cal emprar una altra relacié. EIl mateix s’esdevé amb la de ¢doble
que» o qualsevol altra d’intransitiva. Podem, doncs, afirmar que
les relacions transitives sén d’alguna manera hereditaries, car passen
d’un terme a un altre llurs propietats, a través dels intermediaris,
tots participant d’elles. Les intransitives prenen un caire de pro-
pietats no hereditaries.

Amb tot, no n’hi ha prou amb aquesta definicié general per
a caracteritzar una relacié com a hereditaria (erblich, ancestral en
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Prin. Math.) Cal posseir un criteri segur per a saber si la pro-
pietat x R y es conservara, s’heretara entre x R z, aixd és, si podrem
passar d'un terme a un altre de diferent amb un nombre finit de
passos, emprant la mateixa relacié encara que en poténcia su-
perior, puix que una heréncia comprovable amb un nombre infinit
d’aplicacions de R esdevé incomprovable. Ens manca, doncs, una
definici6 de «finit». Frege en troba una de molt enginyosa emprant
el concepte de «classe o propietat hereditaria». Una classe u (o la
seva propietat) s’anomena hereditaria de la relaci6 R si qualsevol
consegiient d'un element de p. pertany encara a la mateixa classe y.,

aixd és, R* . C p. Si, per exemple, p és la classe de les persones
de nom Ferrer, . és una classe hereditaria respecte a la relacié de
pare a fill: aquesta relacié propaga i conserva el nom Ferrer. Si
és la classe dels nombres majors que 100, aquesta propietat, ésser
major que 100, és conservada i propagada (heretada) emprant la
relacié v a v+ 1, car el segiient d’'un nombre major que 100 és
major que 100: es troba, doncs, encara en la classe y dels nombres
majors que 100. Direm, per tant, que la relaci6 R és hereditaria,
si existeix almenys una classe p tal, que aplicada a un parell
d’elements de p, podem establir una cadena relacional amb els
altres elements, de manera que tots els nous consegiients restin
en p. Enclou, doncs, aquesta definicié dues condicions: invariancia
de la relacié (I'heréncia té caracter de transmissié d’un mateix
caire), i invariancia respecte a les cadenes relacionals. Si la re-
lacié R déna lloc a una cadena de primera classe, direm que és
una relacié hereditaria, si val:

Def. 44.01

A ’ 2 i
R,=25{(xeC'R &R uCy &) @ep—>yep}.
Designarem la inversa de R, amb Inv’ R,:

Def. 44.02 R, = I’ R,.

Els teoremes més vmportants sén:

4410 xR, y=xcCRER pCpu & () Wep—yep.
Condicié perqué entre x, y existeixi una relacié hereditiria.
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TV wCpu=R"—pC—p. OQue la classe dels suc-
cessors de R dins p. resta en p, equival a afirmar que la classe dels
antecessors de la classe complementaria de p, — p, resten enclosos
en — . Si tots els nombres majors que 100 resten dins la classe
dels > 100, emprant la relacié de v vers v + 1, és a dir, la relaci6
de segiient, tots els menors que 100 restaran enclosos en la classe
dels menors que 100, complementaria de l'anterior, emprant la
relacié de v vers v—1, vers l'anterior.

44.12

FRuCud(p) Wep>yep)=[R" pCu] & () pep—>xcp).
Llei d’heréncia emprant RiR.

413 xR, y& () () {[p ()& zRw] >0 (@) & 9 (1)} > ¢ (9).
«Si entre x, y existeix una relacié hereditaria R, i ¢ és una propietat
que si convé a un qualsevol z convé a un altre qualsevol w, units
amb R, i suposem que convé a %, podrem deduir-ne que convé a
un altre qualsevol y.» Propagacié hereditaria d’una propietat.

44.140 — (R" y.Cp) & («C ) — (RZ 2 Cp). Sip és una classe
hereditaria i « estd continguda en p, tots els descendents de a« es
troben també en y.

II. POTENCIES D'UNA RELACIO. — Considerem ara com a
classe E, les propietats hereditaries de la qual anem a estudiar,
la classe formada amb els elements R, R2, R® RAi...., aixo és, amb
les poténcies successives d'una mateixa relacié, R. Cada una d’elles
té amb la seva precedent la relacié | R: en efecte, R? = | R" R;
R3 = | R R etc. |R p és una funcié descriptiva, la qual per
al valor R de la seva variable ¢ mena a l'objecte R% i | R' R el
podem llegir, @a relacié que surt de R, fent el producte relacio-
nal | R». I semblantment per a | R’ R%...., etc. Si considerem,
doncs, la série R, R2, R3, R\.... veiem que cada terme té amb R
la relacié (| R),, que sera, naturalment, emprant 44.01,

Def. 44.011

(IR), = $6{(ecC'IR)&E (| R"LCY) & (1) (p et~ eV)}.
| R és, doncs, una propietat hereditaria dins la classe ¢ formada amb
R, R2, R3....., car si el resultat d’aplicar | R a R és R? (un element
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de ©), el resultat d’aplicar | R a R? és R® (un altre element de ¢),
etc.: doncs | R és hereditaria dins ¢, i qualsevol membre de ¢
s’obté amb (| R),, ¢o és, o amb la poténcia R? o amb la R, o amb
la R:.... (recordant R, = R°w Riw R2...).

Si considerem ara R, o relacions hereditaries que no enclouen
la identitat en llur camp, sabem que amb elles assolirem un terme
sortint d’un altre amb la poténcia R, o bé amb la R2, o bé amb
la R3.... Si volem estar segurs que amb un nombre finit de po-
téncies de R arribarem al terme desitjat, cal saber si existeix una
classe hereditaria { que compleixi les condicions

S <
Def. 44.03 Ry =% % {() (R"(CO & (R xC) >y et}
Deixem la condicié imposada en 44.01, x ¢ C' R, car x solament
pertany aqui al predomini. La classe formada amb totes les po-
téncies de R, excloent R® (o la identitat), és una funci6é descriptiva
o funcié pluriobjectal que es defineix,

—_—
Def. 44.04 Pot' R = (| R), R. Perd la classe formada amb
totes les poténcies de R, incloent R, té com a definicid,

—
Def. 44.05 Pot id’ R = (| R), R°. (L’addici6 de id al Pot
alludeix a la preséncia de la Identitat, R9.)

Teoremes:
Dels conceptes mateixos de R,, R,, es dedueix:

44.14 |- R°CR, & RCR, & R2C R, &, etc.

44.15 — R,| RCR,.

44.16 — R C Ry, & R®*C R, &.....

44.17 |- R*CR,. R, és una relacié transitiva.
44.18 |- R*C R,,. Ry, és una relacié transitiva.
44.19 - R, =5s"Potid' R= R'w Rw R*v Rs...

44.20 - Ry, =s"Pot' R=Rw R*w R®w R4...
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§ 45

Analisi general d’una relacio

Si x és un antecedent, perd mai un consegiient de la relacié P,
x s’anomena ¢antecedent inicial» de P, simbol x B P, i definim:

I. ELEMENTS INICIALS.

Def. 4501 B=%P(x<¢D'P—q’P).
L’antecedent inicial definit en ell mateix és la classe de tots els %
que respecte a una relacié qualsevol P pertanyen al predomini,
perd mai al postdomini de la relacié. La proposici6, doncs, x Py
és veritable, perd mai la y Px. Es clar que no totes les relacicns
posseeixen antecedents o elements inicials, v. gr., les de tipus
igualtat, en les quals, a causa de la simetria, qualsevol terme pot
fer d’antecedent i de consegiient: amb a = b val b = a. El mateix
direm de qualsevol relacié simeétrica. Perd si prenem totes les
relacions per a les quals existeixin x, que només pertanyen al camp
dels antecedents i mai al dels consegiients, i amb totes elles formem
una classe, aquesta classe és B, l'antecedent absolut antonomas-

ticament. g; P sén, doncs, els membres inicials que fan d’ante-
cedents i mai de consegiients: i _B)' P’ és la classe dels que sén
solament consegiients de P (aixd és, antecedents de ﬁ). En la
608 B G—w Bl =, b k0. SiD &l el
de «parent a fills, x B P és solament satisfeta per a x = Adam o

Eva. Per aix0, els elements D' P — @' P s’anomenen membres
inicials. B'P és una funci6 uniobjectal que defineix un sol element,

el primer terme, I'antecedent absolut, de P: B’P serd el terme
final, el consegiient final, absolut. No totes les relacions possecixen

—_—
un sol antecedent i consegiient absoluts: B’ P serd moltes vegades
—
veritable, B’ P falsa: i el mateix dirfem de B'P i B’ D,
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II. Minmms 1 MAXIMS. — Considerem ara una classe a; direm
que un terme d’ella, x, és un minim dins « respecte a la relaci6 R,
si % és element de « i del C’ P: no pertany mai, perd, a la classe
dels consegiients de a, aixo és, a P a; en altres paraules: no és con-
segiient de cap altre element de «, 0 no té cap altre element com
a antecedent. Indiquem aquesta relacié entre x i @ amb wniny

x min, aExean[C'P—-Ig" @

I generalitzant per a qualsevol classe a:

Def. 45.02 Min, =2 @ [x ea 0 (C' P—P" a)].

Naturalment que tindrem,

Def. 45.03 max (P) = min (P). Essent min (P) i max (P) re-
lacions, podem formar funcions objectals. Per a fer-les més clares,
escriurem, en lloc de max (P) i min (P), maxp i minp, i tindrem:

: T e ; :
miny a, miny o, Mmaxy o, maxp «: si « és, v. gr., un conjunt de nombres

i P la relaci6 <, minj a és el nombre més petit (si hi existeix), i
maxp o el més gran (si hi existeix).
—_
Prenguem la relacié de «parent a fills, P: B’ P és la classe
dels parents que no sén fills (si la humanitat sencera ha comencat

—
amb Adam i Eva, B’ P només sén dos individus). Considerem ara
la segona generacié: aplegara els fills els pares dels quals no siguin
fills, aixo és,

A A e

2@ P—a P)=5%(@P—P QP =mnaP,
que tradueixen la mateixa idea, la classe dels elements que per-
tanyen al postdomini de P (sén fills), perd no pas a la segona po-

téncia del postdomini de P (no sén fills de fills). Els elements
d’aquesta classe fan de comencament o membres inicials de la

—-
relaci6 @' P. Per aixd escrivim miny a: considerem la tercera
generacié, formada amb homes que siguin néts, perd no pas besnéts,
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aixo és,
e
qQ Pt—Q PP=Q P2P—P'Q P =mn «(Q’ P?)

i aixi indefinidament.

Notem el teorema:
45.10 -(x=B' P =@x=(D'P—Q' PI=
[(D'P—Q'P)el&x :(D'P—Q’'P).

Condicié d’existéncia d’un tnic antecedent absolut.

III. DESCENDENCIA I FAMiLIA. — Anomenem descendéncia
logica de x segons la relacié R, o més breument R- descendéncia

(Nachkommenschaft, posterity) de x, a iﬁx, o el conjunt de tots
els consegiients de x, emprant les relacions RO R, Ry, RS
Emprant R, el consegiient de R’ x és el mateix x. Amb x com
a antecedent anirem, mitjangant R, R2....., cercant els consegilents,

i amb tots formarem f!!;; x. (Ei x) 1 R sera una relaci6 limitada
als membres de la posteritat de x. Podra esdevenir-se que amb
una poténcia superior a la R® de R tornem al mateix membre z.
Aleshores s’anomena z un element circular, i escriurem z Ry, 2
(Rp, encloent les potencies superiors a R?). Podem, doncs, des-
compartir les descendéncies de x en dues classes: la dels membres
circulars I % i la dels membres no circulars Jp #, i, per tant:

Def. 45.04 Ipx = P, % 0 2 (z Ppo 2).

—pn
Def. 45.05 Jpx = P,x—1Ij x. Segons la naturalesa de les
relacions, seran I, x o Jj x classes buides.

R, x denota la classe dels predecessors i descendents de x,
amb x mateix, que compleixin la relacié R.

> —- «—
Def. 45,06 R’z = R.x0 (' x 0 C' R)u R x. La classe
(v # 0 C’ R) té un element en cas de valer x ¢ C’ R, si no és buida;

—r — <
i resta R'x= R 20 R'x. La uni6é per U de la descendéncia i
precedéncia (que és la descendéncia segons P, Vorfahrenschaft)
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de x, sanomena la familia de x segons R; i es definird:

e — -*— .
Def. 4507 R x = R,x0U R, x. FEs a dir, 45.06 emprant R,

(les poténcies de R amb R® mateixa). D’ }?, sén les families for-
mades amb R. Si tots els membres d’una familia sén circulars,
la familia i la relaci6 s’anomenen circulars; si R no posseeix cap
element d’aquesta mena, R s’anomena oberta, la qual cosa equival a

Ry, € J, Ry € I,

La relacié6 d’igualtat és circular; la de <, oberta.

§ 46

Transformacions internes d’una relacid

Considerem dues relacions Q, S, i formem amb elles el pro-
ducte relacional S| Q | -4 que escriurem S; Q. Aixd és:

Def. 46.01 S;0=S|0Q]| $: i s’anomena imatge de la rela-
cié Q respecte a la S: o també, «si sobre la relacié Q fem I'ope-

racié S|, ]§ obtenim una representaci6 de Q en termes de S
S; Q és, en general, una nova relacié. Considerem, en efecte, dos
elements #, y, entre els quals val x Qv; i dos altres u, v, de la re-
lacié S, units amb %, y, per S; #S%, vSy (o sigui ygu). La
relacié S| Q}§ ens permet de relacionar #, v, car tenim # S x
ExQy &y §v, aixd és, u (S| Q| §) v. Podem dir aleshores
que %, y, tenen com a imatge els #, v: potser que existeixin molts
%, ¥, relacionats amb @, que menin als mateixos #, v: és a dir, que
molts elements de Q tinguin una mateixa imatge. Coloquem-nos,
amb tot, en el cas més interessant: el d’una representacié biunivoca
de tot el camp de Q en el de S. Demanem, doncs;

Se(l=>1)&(C'e=qa’9).
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La figura ajudard a Ja comprensio:

P=S5S|Q|S=S:0Q Si S és biunivoca, existeixen S' 158"y,
> que sén solament #,v. En aquest cas S
4 s’anomena correlador relacional od'iso-

5 ' x S'_
S l K3 morfia entre les relacions P = S | Q | Si Q
! % y

que cal distingir del correlador entre

classes (§ 42). La classe dels correladors

entre P, Q és indicada amb P smor Q

0 > (P és similis ordine amb Q). Si existeix

almenys un correlador entre P, Q, P, @

Fig. 10 s’anomenen isomorfes, P smor Q; i podem
definir, com a 42.02, 03,

Def. 46.02
Pamo=8{scaoneEo-as ar=sieI¥

Def. 46.03 smor — P O (E! Psmor Q). La raé d’anomenar
P, Q, semblants quant a l'ordre, si existeix una S de les condi-
cions dites, és clara; car a cada terme de P en correspon un sol
de @, i inversament; i en el mateix ordre. De manera que si
val % Pv, i mitjangant S, a % correspon x i 2a v, ¥, valdra x Qv i
no pas yQx, i inversament. Siguin, per exemple, S la relaci6

emeitat que» (§ sera aleshores, doble que) i Q la relacié <: tenim,
v.gr,perax=2 y=3 152 203, 3S6:

1(51Q|§)6 iperax=4,9=05 2(S|QIL:S)10
e —_—
s'2 s'3 s 510
SJ b LN
2<3 ] 4<5
— _—
Q Q
Fig. 10 a Fig. 10 b

(S1Ql §) té com a parells propis (1, 6) (2, 10), etc., semblants en
I’ordre amb els de Q, (2, 3) (4, 5).....

87



INTRODUCCIO A LA LOGISTICA

Teoremes:

46.10 =TI} C’'Q < (Q3smor Q). La relaci6 d'identitat dins el
camp de la relacié (, és un correlador relacional de la mateixa Q.
46.11 | Qsmor Q. La isomorfia és reflexiva.

46.12 | S e P smor Q=S e P siiior Q. Si la relacié S és un

correlador relacional amb P, Q, també ho serd S.

40.13 |\ Psmor Q= ( smor P. Propietat simétrica.

40.14 |-ScPsmor Q& T eQsmor R—S|T ¢« Psmor R. Si
dues relacions S, T sén correladors dels P, Q i de Q, R el producte
relacional S| T és un correlador de P, R.

46.15 | P smor Q & Q smor R — P smor R. Propietat tran-
sitiva.

46.16 |- I Csmor. La identitat és un correlador relacional.

46.17 | smor = Inv’ smor. La inversa d’isomorfia és iso-
morfia.

46.18 |- smor* = smor. Tot correlador és una relacié tran-
sitiva.

46.19 |~ PsmorQ —C'PsmorC'Q. Si P, Q sén relacions
isomorfes, també ho sén llurs camps.

46.20 —[ScPsmorQI=[Se(C’'P)sm(C’'Q) & P=S;Q]. Si
la relaci6 S és un correlador relacional entre P, Q, S sera un corre-
lador conjuntual entre els camps de P, Q, i P és la relacié S | Q| 5
Aquestes dues darreres lleis formulen unions entre correladors re-
lacionals i conjuntuals.

46.21 | PsmorQ — (E! P=E| Q).

46.22 —SePsmorQ—>[(P|S=S|Q) & (& |P=0|%).

46.23 | P smor Q — P, smor Qpo-

46.24 |- (+| P |%) smor P. La relacié d’unicitat emprada com
a correlador no canvia la similitud ordinal de P amb ella mateixa.
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§ 47
Nombre cardinal

I. DEFINICIO GENERAL. — El nombre cardinal d’una classe «
serd designat amb Ne¢'z (és, doncs, una funcié objectal) i es de-
fineix com la classe de totes les classes similars amb «, ¢O és,
B (B sma).

Per tal de valorar aquesta definicid, traient-li el caire de cercle
viciés, notem: sigui x# un objecte (Napoled, Goethe, la ciutat de
Barcelona, Espanya...), 1 no és encara el nombre cardinal de x:
1 és un atribut o predicat que correspon a la classe-unitat ¢’ x.
En nombres superiors és clar que solament els apliquem a classes
(les parts de la terra sén cinc, els pols de la terra sén dos...); sem-
blantment el nombre cardinal 1 no és predicat de x, encara que
sigui un sol objecte (amb un sol element constitutiu, com Goethe;
o amb molts, com un regiment), siné que el nombre 1 és predicat
de la classe-unitat corresponent ¢ x. Pel que fa a zero és encara
més clar que el predicat «nombre cardinal zero» pertany a la classe.
L’afirmacié No hi ha rei a Franga és equivalent a La classe dels
reis de Franga és buida, o bé, amb la terminologia present, La
classe dels reis de Franga és un element de la classe zero; i no podem
pas dir: «El rei de Franca és un element de la classe zero», car no
existeix el rei de Franca. Els nombres cardinals 0, 1, 2, 3, 4.....
sé6n, doncs, atributs de segon ordre; aplicables a classes, perd no
a llurs elements.

Def. 47.01 Nc'a = § (& sm a).

Podem, doncs, suposar que una classe té un sol element, dos,
tres....., i, amb tot, emprant aquesta coneixenca, definir el nombre
cardinal 1, 2....., sense peticié6 de principi; car, si una classe té
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un sol element, a aquest element convé un predicat determinat
en virtut de la seva pertinenga a la seva classe (recordem que
a ca= F (a)), perd aquest predicat F és de primer ordre, dis-
tributiu. En canvi, el predicat «nombre cardinaly és collectiu, de
segon ordre, i la definicié donada de nombre cardinal es serveix
de les classes com a tals i de correladors (relacions) conjuntuals,
per tal de bastir amb predicats de primer ordre un de segon.
Goethe és home, i a la classe-unitat formada amb ell com a tnic
element (formada, per exemple, amb la funcié prop. « és 'autor
del Faust») correspon el predicat «uny; «el tipus de Goethe és un;
perd no pas la unitat: aquesta és un predicat propi de les classes,
formada amb totes les classes-unitat, és a dir, amb totes les classes
biunfvocament coordinables amb una classe-unitat qualsevol. El
mateix dirfem de la distincié entre dos com a predicat d’una classe
i el dos; entre tres i el tres, etc. Generalitzem ara gradualment
la definici6 47.01.

Entre una classe-unitat i 1'u, entre una classe-parell i el dos, etc.,
hi ha una relacié Ne, la relacié entre una classe i els seus membres.
Aixi, 1 té amb ' x la relacié Nc: Nc és el seu nombre cardinal.
Entre 2 i Y2U 'y (x4 ) existeix la relacié Nec: 2 és el nombre
cardinal de la classe ' x0L t'y. La relacié6 Nc¢ és, doncs, de fet
la relacié sm, car essent sm una relacié podem escriure:

——

Def. 47.011 Nc'az = sm’a. De manera que tinguem en amb-
dues parts una funcié descriptiva; i generalitzant per a qualsevol
classe, obtindrem la definicié mateixa de nombre cardinal:

Def. 47.02 Nc = ;?_?: Nombre cardinal és la classe de tots
els antecedents de la relacié de similaritat.

I per tltim, la classe de tots els nombres cardinals NC serd:

Def. 47.03 NC={{(Ea) &= Nc'a)}.

0O, més breument:

Def. 47.04 NC = D'Nec.

Tenim, doncs, tres definicions, cada una més ampla que I’an-
terior, Nc¢'a, N¢, NC: Nc¢' és el nombre cardinal de la classe a,
definit com a propietat original de totes les classes biunfvocament
coordinables amb «. Nc¢ és el nombre cardinal d’una classe qual-
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sevol; NC la classe de tots els nombres cardinals. De manera
que entre Nc¢'z, N¢, NC, hi ha una semblant generalitzacié a
f(@),f(®) i(x)f(x). La darrera definicié6 diu que NC és la classe
de tots els antecedents de la relacié Nc.

Teoremes importants:

47.10 | Nc'a= @ (B sma) = @ (e sm @). El nombre cardinal
és independent de la classe triada com a tipus de referéncia per
a la relaci6 de similaritat.

4111 Nc'a={(ER) & Re(1-1) & (D'R=0) & (@'R=0)}

4712 | Nce(1 — Cils). La relaci6 Nc és uniplurivoca.

4713 a:zNc'p=pBeNc'a=asmp. La relacié Nc és si-
metrica.

4714 —acNc'B&pBeNc'y—>aeNc' v. La relacié6 Ne és
transitiva.

47.15 | asm B — (Nc'a=Nc'@). Dues classes biunivocament
coordinables posseeixen el mateix nombre cardinal.

41111 +— weNC=[(E a) & (p = Nc'q)].

«El fet d’ésser w un nombre cardinal, equival a afirmar que
existeix almenys una classe «, i que p és igual al nombre cardinal
de a» y, doncs, no és un nombre cardinal en general, si abans
no és nombre cardinal determinat; car, segons les definicions inicials,
la classe NC no és una entitat preliminar als seus elements, de
manera que aquests rebin de NC les propietats llurs, siné que
abans han de posseir propietats que els permetin d’ésser elements
de NC.

47.112 (4, veNC) € E (. 0 v) > (. = ). Recordeu que
parlem de nombres cardinals formats amb classe exclusives. Si
existeix, doncs, w O v, hem de deduir que p, v sén ideéntics.

47.113 —peNC & aep—> (Nc'a=yp). Recordem que el
nombre cardinal és una classe de classes biunivocament coordi-
nables. Per a classes qualssevol no valdria el teorema.

47.114 | NC & Cls® excl.: la qual cosa confirma I’adverténcia
precedent.

47115 — (neNC & a, § cp) > asm.
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II. DeriNICIONS DE 0, 1, 2. — Ara podem demostrar que
les classes 0, 1, 2 s6n nombres cardinals: la definicié de nombre
cardinal afegeix a la de classe (o a la de classe de classes, com ho
sén 0, 1, 2) la relacié biunfvoca de similaritat.

Teoremes:
47.16 - 0= Nc' A.

Demostracid.:

1) Ne'A =8 (EmA). .o L),
2) —0=2§(@smA). (42.21).
3) 0=Nc A. (R. XIX).

47.161 —0eNC. Zero és un nombre cardinal.

47.17 |~ (N¢'y=0)=(y= A). Conclusi6 del nombre car-
dinal a la classe.

47.18 | sm" 0 = 0.

47.19 1= N¢' ¢ . (Com 47.16, emprant 42.18.)

47.191 -1 = NC.

47.192 - 1+0.

4720 —1=a{(Ex)&xead (x—12) 0}
47.21 —sm”"1=1.
41.22 - (w4y) > {2=Nc' ('z0 ¢y}

4123 -2=0{(Ex)&read(@a—1n)el)}
4724 — (240) & (2+1).
47.241 2 ¢ NC.

Havent estat definits els nombres cardinals mitjancant la
relacié sm, podrem trobar dues classes de nombres ‘cardinals: els
homogenis i els ascendents. En efecte: si en la relacié sm els
antecedents sén del mateix tipus que els consegiients, tindrem
cardinals homogenis. Si les classes que fan l'ofici de consegiients
s6n de tipus superior al de les classes-antecedents, obtindrem car-
dinals ascendents. Un avantatge dels nombres cardinals homogenis
és que mai no sén zero. Emprarem aquests tipus de cardinals en
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les definicions logiques de les operacions matematiques, suma.....
Els nombres cardinals homogenis s'escriven Nyc'a, Nyc' G..... Els
nombres cardinals ascendents s’'empren en les definicions de producte
i potenciacié: signes N¢’a, NZ2¢’{.... Finalment, s’anomenen
cardinals descendents aquells en els quals la relaci6 de similaritat
va de classes-antecedents de tipus superior a classes-consegiients
de tipus inferior: simbols Ny¢', Ngc’ f..... La diferéncia cabdal
entre classes de cardinals ascendents i descendents consisteix en
el fet que A pertany als descendents: no pas als ascendents. Es
clar que valen les afirmacions

aeN' =B eN,t'a
@ e N2c' =P e Nyc'a, etc.

N2¢’«, N2¢’  indiquen que existeix diferéncia de dos tipus.....
Prendrem sempre dos nombres cardinals p, v, les classes corres-
ponents als quals no tinguin element comi (la qual cosa indiquem
amb p = v). Definim aleshores la suma de la segiilent manera:

Dd4m5p+v=%wm@&aw&@u&ﬁ=wum}

Notem que hem definit la suma com una nova classe de classes
emprant els conceptes logics E, &, ¢, =, 0.

Teoremes:

47.25 —ysmad&dsmp— {(T + 8) sm (« + ?*J}. Propietat de
monotonia, que escriurem amb el simbolisme ordinari en arit-
metica:

de a="b1ide ¢ =d, deduim a -+ ¢ = b -+ d.

47.251 - B + a = Inv" (a + B).

47.26 | (8 + @) sm (« + B).

47.261 | [(«+ 8) + 7] sm [« + (B + )] i mitjancant 47.15 pas-
sarfem a les lleis per a nombres cardinals.

47.27 — Nc'a+ 0= Nc'a.
4728 F(p+v=0=(p=0) & (v=0).
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47.29
FNCa+1=8{(Eyydrmadyiy&E= (10 'y}
4730 -0+0=0.

4131 -F14+0=04+1=1

4132 -2+0=0+2=2.

4733 H1+1=2.

Totes sén proposicions demostrables, encara que llurs proves
siguin massa llargues i complicades per a una introducci6. Vegeu
Prin. Math. § 110.

III. LEs RELACIONS DE MENOR I MAJOR QUE. — Un nombre
cardinal p. s’anomena major que un altre v, si existeix una classe «
que posseeix tants d’elements com unitats té p, i una subclasse
propia de « té v termes; i ensems no existeix una classe § amb
v elements, una subclassse de la qual posseeixi p elements.

Def. 47.06 p> v= (Ea, B) & (. = Noc'a) & (v = Noc'p) &
&E!(ClanNyc'g) € E! (CI'B A Nyc'a); i definim:

Def. 47.07 p <v = v> p: per tal de poder emprar la defi-
nicié anterior per al cas p <v. I per definir p.> v

Def. 47.08 p>v=(u>y)v {(p., veN,C) & (p. = sm” v}}

la qual cosa ens mena a les proposicions segiients:
47.34 | Nc'a> Nc¢'=E! (Cl'anNc'8) € E| (CV B Nc'a).
47.35 |- Ncd'a> Nc'B=(Nc'a> Nc¢'@) v (Nc'a = Nc' §).

4136 - BCa—>(Nc'a> Nc' ).
47.38 = [ eNoC] — (> 0).

47.39 | [ e(N,C — ' 0)] > u> O.
4740 - ElE—>Nc'E> 1.

4741 - [pe(NC—V0)] —>p> 1.
4742 p>1=pe(N,C—'0—1"1).
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Substraccid:

Si v, v sén nombres cardinals, tenim:
Def. 47.09 y1—v=E{(Nc't+v=1) €E! (Nc'E + ).}

La condici6 E! (N¢'E + v) equival a no emprar encara nombres
negatius, i si manquen aquestes condicion solament podrem afirmar
T—v=A.

Ometrem les definicions de producte i potenciacié, car llur
formulacié és massa complicada per a una introduccid, i una in-
terpretacié simplificada no palesa Ilurs valors logics.

IV. NOMBRES CARDINALS INDUCTIUS.—La relacié d’un nombre
cardinal amb el seu predecessor immediat podem simbolitzar-la
amb -+ 1, definint -+ 1:

+1=568(=¢+1).

(El signe + no significa cap qualitat positiva, que és una re-
lacié de la qual encara no hem parlat: 4+ 1 és un signe de rela-
cié, no pas de suma.)

La relacié - 1 resta definida com a funcié descriptiva biargu-
mental: + 1 és el conjunt de tots els parells de classes a, § entre
els quals val que « és identic a @ - 1: per tant, 4 1 és la relaci6
d'un nombre cardinal amb el seu predecessor immediat. Direm,
doncs, que un nombre cardinal qualsevol és inductiu si podem
assolir-lo emprant una cadena relacional finita tot sortint de 0.

Def. 47.010 NC induct. = &{(« (+ 1), 0)}. Nombre cardinal
inductiu és el conjunt de tots els «, que, sortint ‘de zero, assolim
amb la relacié (+ 1),.

Notem aci que l'asterisc significa, com sempre, que consi-
derem -+ 1 com una relacié hereditaria de la qual emprem totes
les poténcies, R? inclusivament, per tal d’assolir des d’'un membre
qualsevol altre de la classe considerada. Les poténcies R°, R,
R, R2,... sén aqui (+ 1)°, (+ 1), (4 1)2... Aixi, a (¥ R% %) cor-
respon O (+ 1)°0, aixd és, zero és un nombre cardinal inductiu
(+ 1 és un signe de relaci6: no de suma). A (¥ Ry) correspon
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aqui la nova relacié 1 (4 1) 0, és a dir, la prop. «1 és un nombre
cardinal inductiu el predecessor immediat del qual és zero», o bé
«1 té amb zero la relacié (+ 1) en primera poténcia». A (¥ R*Y)
correspondria amb la relacié (+ 1), la prop. 2 (+ 1)20; o bé
2(4+1)1: « té amb 1 la relacié (+ 1)», «1 és el predecessor im-
mediat de 2. O, si volem, 0 és predecessor immediat de 2, en
segona poténcia de la relacié (4 1) respecte al 2, etc.

Teoremes:
4743 - aeN C induct=« (+ 1), 0. (47.010).

Si emprem ara la definicié general de relaci6 hereditaria 44.07
i el teorema 44,10, podrem afirmar:

47.44
- aeNCinduct = (§) [(Eep>E+1ep)] & (u) [(0cp—aep)]

La part dreta no és sin6 la férmula de la induccié matema-
tica: i la férmula sencera diu que els nombres cardinals inductius
sén tots aquells (E) que posseeixen totes les propietats hereditaries
de . que convinguin al zero. Recordem que p significa una classe
hereditiria qualsevol, i a qualsevol classe correspon una propietat.

4745 - 0 ¢ NC induct.

47.46 }— 1 ¢ NC induct.

47.47 |- 2 ¢ NC induct.

47.48 |~ NC induct ¢ NC.

4749 | [aeNCinduct €E!«] > (2 + 1 e NC induct). Si «
és un nombre cardinal inductiu i existeix la classe «, o -+ 1 és
també un NC induct.

S’anomenen classes inductives les formades amb elements que
siguin NC inductius.

Def. 47.011 Cls induct = s’ NC induct.

47.50 }— A e Cls induct.

47.51 | ¢ x ¢ Cls induct.

V. CARDINALS FINITS I INFINITS. CLASSES REFLEXIVES. — La
distincié entre cardinals finits i infinits pot ésser establerta per
dos camins: pel concepte de nombre cardinal inductiu i pel con-
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cepte de classes reflexives. NC finit equival a nombre cardinal
inductiu, car amb el procés de construccié d’un terme, mitjangant
les poténcies successives de la relaci6é (4 1), assolim solament NC
finits. Els infinits no poden ésser bastits amb un procés semblant,
car haurfem d’emprar poténcies infinites de la relacié (4 1), i res
no sabem encara de la veritable infinitat.

La definicié millor d’infinit es basa en el concepte de classe
reflexiva, que permet de distingir immediatament els NC finits
dels infinits.

Una classe s’anomena reflexiva si existeix una relacié biuni-
voca entre la classe sencera i una part propia de la mateixa classe.
I obtindrem NC reflexius com a classes d’aquestes classes re-
flexives.

Una classe reflexiva serd designada amb Cls refl. i un nombre
cardinal reflexiu amb NC refl.

Def. 47.012 Clsrefl. = 3 {(ER) & Re(1—>1)&(Q' RCD'R) &
(E!B'R) & (o =D’ R)}.

Classe reflexiva és la classe de totes les classes ¢ dins les quals
existeix almenys una relacié biunivoca R, la classe dels consegiients
de la qual es troba dins la classe dels antecedents (aixd és, no té
terme final) i ensems posseeix termes inicials, i per dltim, la classe ¢
és la classe dels antecedents de R. La condici6 @' RC D' R ex-
pressa que la relacié biunivoca R fa correspondre tots els elements
de la classe p (que sén, segons p = D’ R, tots els antecedents de R)
amb una part propia Q' R, Q' RCD’'R; i que Q' R sigui part
propia, aixd és, que hi hagi en @’ R elements que no es trobin

—_
dins @’ R, estd assegurat amb E! B’ R, aix0 és, per l'existéncia
de termes inicials que sén solament antecedents. La definicié
dita és, doncs, perfecta.

Teoremes:

47.52 |- NC refl. 0 NC induct. = A. No existeixen nom-
bres cardinals que siguin reflexius i ensems inductius. Hem in-
troduit, doncs, una distincié perfecta entre finit i infinit. Notem,
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perd, que si és veritat que una classe o NC infinit no és inductiu,
1 que totes les classes o NC reflexius sén infinits, no sabem amb
tot demostrar que totes les classes i NC infinits siguin necessa-
riament reflexius.

47.521 - Cls. refl. 0 Cls. induct. = A.

47.53 |~ e NC refl. - (p = p 4+ 1).

471.54 | pe NC refl. & v e NCinduct. — (p = . + v).

Les dues darreres prop. formulen una distincié clara entre
NC reflexius i NC inductius. La relacié (4 1) mena sempre a
nous NC inductius; en canvi, no té efecte en NC reflexius.

41.55 - p e NC refl. = () [ve NC induct. — (p.> v)].

Qualsevol nombre cardinal reflexiu és sempre major que qual-
sevol NC inductiu. Notem que, en rigor logistic, la induccié
completa de les matematiques no és un principi o un teorema
demostrable, ans solament una definicié.

Si emprem l'axioma d’eleccié ccm a valid, aleshcres es po
demostrar que qualsevol nombre o classe no inductiva és reflexiva,
i inversament; i aleshores els conceptes d'infinit i reflexiu i els de
finit i inductiu coincideixen tant per a classes com a per a NC.

Ultra I'axioma d’eleccié cal emprar-ne un altre de nou, 'axioma
de la infinitat (Infin. ax.), si volem eliminar algunes dificultats
per a l'aplicacié matematica de la logistica. Russell anomena
l'axioma d'infinitat, hipotesi aritmética, que a alguns semblara molt
escaient, fins evident i tot, perd que ell prefereix modestament
de posar-la com a hipdtesi. Ambdés axiomes extralogics, el de
Zermelo o d’eleccié i el d’infinitat sén de cardcter existencial.
Diguem algunes paraules sota el punt de mira logistic de 1'Infin. ax.

Hem definit els nombres cardinals inductius com a classe de
classes biunivocament coordinables o similars. Per tant, lexis-
téncia de classes és un pressuposit logic per a l'existéncia dels
NC inductius, i ensems l'existéncia d’una classe depén en tltima
instancia de l'existéncia dels individus. Consegiientment, 'exis-
téncia dels NC induct., és a dir, el fet que no siguin conceptes
buits, depén de l'existéncia d’individus a I'univers, entenent per
univers la collecci6 d’ésser reals o mentals. Ara bé: amb un nombre
finit d’individus, #, no pot éssers bastit siné un nombre finit de
classes de primer ordre, Cl'’n, a saber, 2*, i el nombre total de
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classes de classes, emprant com a elements les classes de primer
ordre, també és finit, aixd és, 22", etc., etc. Considerant ara les
classes biunivocament coordinables, formarem amb elles els nombres
cardinals inductius. Aquest procés de bastir per endavant els
elements que han de formar una classe superior i, per tant, un
NC induct., mai no ens menard a nombres cardinals infinits, si
hem sortit d’'un nombre finit d’individus. Ultra aixd, no podem,
encara que ho sembli de bell antuvi, augmentar per mitjans logics
el nombre inicial d’elements. Siguin aquests % (n {init); formem
les 2%, 22" etc., classes de primer, de segon..... ordre. Es molt
natural de prendre com a elements inicials, primer #, després # -+ 2",
i amb # 4 2" clements formar classes de segon ordre, molt més
nombroses que les d’abans: i amb 2 4 2 4 22", com a nous
elements, bastir les de tercer ordre..... Amb aquest procés sembia
que podem augmentar indefinidament el nombre inicial d’indi-
vidus i d’elements en les classes superiors, i, consegiilentment,
els NC induct. Tot amb tot cal dir que hem comés un error
molt greu en aquestes formacions, car la classe formada amb »n + 2*
elements (individus i classes de primer ordre), la classe bastida
amb 2 + 2" + 22" elements, # individus, 2" classes de primer ordre
i 22" classes de segon ordre, van contra la feoria primaria dels tipus
logics. Per exemple, la classe formada amb = -+ 2" elements, in-
dividus i classes de primer ordre, no existeix; car les 2" subclasses
contenen alguns o tots els individus; per tant, hem enclos com a
elements d’una funci6é una classe amb el mateix rang que els seus
elements i hem compost una classe d’ordre superior amb elements
de diversos tipus. Suposem, perd, que aquest procés ha estat
portat al limit; aleshores ensopeguem amb la contradiccié segiient,
que demostra la manca total del valor del procés que hem emprat.
En el limit haurem format la classe de totes les classes possibles.
Consegiientment, aquesta classe suprema es conté a ella mateixa
com a element: en cas contrari podrfem bastir una classe superior
que contingués com a elements la classe dita suprema i els seus
elements, la qual cosa aniria contra la hipotesi, que és la classe
suprema. Aquesta classe suprema conté, entre altres, totes les
classes que no sén elements d’elles mateixes (v. gr., la classe for-
mada amb els llibres de filosofia d'una biblioteca, que no és pas
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un llibre de filosofia; en canvi, noteu, com a exemple de classe de
caracter contrari, la classe de tots els conceptes abstractes, la qual
és tanmateix un concepte abstracte). Formem amb elles la classe
de totes les classes M, que no s’enclouen elles mateixes com a
elements. Aquesta classe és contradictoria, car si suposem que
M és un element d’ella mateixa, es dedueix que no ho és, car M
no conté siné6 les classes entre els elements de les quals no figura
la mateixa classe. Si suposem, perd, que M no és element de M,
es dedueix, pel mateix fet, que ho és. Recordcr_rl la definicié
de M, aixd és, tenim M — M i M — M; per tant, M oo M; i, per
tal com aquesta classe contradictoria és element necessari de la
classe suprema (element necessari, car la majoria de les classes
no s’enclouen elles mateixes com a elements), deduim que el con-
cepte de classe suprema és contradictori.

Un altre inconvenient del concepte de classe suprema, format
pel procés indicat, és que no podem formar la classe de totes les
classes contingudes en la classe suprema, car aixd donaria una
classe superior a la mateixa classe suprema.

No podem, dones, tractar la infinitat d’aquesta manera, partint
d'un nombre finit d’individus i bastint classes d’ordres superiors.
Tampoc no podem suposar de bon principi infinit el nombre dels
individus, car dins I'infinit es troben la classe suprema i la classe
de totes les classes que no s’inclouen elles mateixes com a elements;
conceptes, ambdés, contradictoris. Cal sotmetre’s a la teoria pri-
maria dels tipus, i aleshores ens trobem davant una qilestié semblant
dins cada tipus. Si suposem els elements finits en nombre, podem
construir només un nombre finit de NC induct. amb els elements
de cada tipus. Si el nombre total d’elements és # (n {init), els
nombres cardinals inductius, que suposin classes de classes amb
més de n elements, sén tots buifs, sén la classe nulla o zero.

Si el NC induct. corresponent a un univers amb # individus
és p, els NC induct., tedricament definibles, superiors a @ 41,
% + 2....., sén tots zero; i, per tant, segons 42.21, tots seran iguals
entre ells. Aquesta possibilitat entrebancadora és eliminada amb
I'axioma d’infinitat; de manera, perd, que evitem les antindmies.

L’axioma d’infinitat, formulat amb aquests primfilaments, és:

Def. 47.013 Infin. ax. = (@) (x e N C induct. = E! q).
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Si « és un NC induct. qualsevol, podem concloure que existeix
almenys una classe corresponent a a. O, amb altres paraules,
que el NC induct. no és buit. Si, v. gr., @ és el nombre cardinal
inductiu 1, existeix almenys una classe-unitat (Iinic element de la
qual pot ésser un individu o una classe). Siaésel NC induct. 100,
existeix almenys una classe amb 101 elements, etc. No cal de-
manar lexisténcia de moltes classes similars per tal de garantir
Pexisténcia logica d'un NC induct., car la relacié biunfvoca (cor-
relador) exigida per la definicié de NC induct. «lasses de totes
les classes biunivocament coordinables», pot ésser establerta entre
una sola classe i ella mateixa.

En Prin. Math. es prova que UInfin. ax. admet les segiients
formulacions, totes logicament equivalents:

47.56 1+ Infin. ax.= () (x e NC induct. > E! a).

47.57 + Infin. ax.= (a) [« ¢ NC induct. - (2§ « + 1).

47.58 | Infin. ax.= (@) (« e NC induct. > E! « + 1).

Les dues darreres formulacions ens indiquen que amb I'Infin. ax.
per a cada N C induct. trobarem un nou segiient, sense ensopegar
mai amb zero.

47.59 | Infin. ax.= A T NC induct. Admetre U'Infin. ax.
equival a afirmar que la classe nula no és un NC induct. (cal
distingir entre A i 0).

47.60 | Infin.ax.=[(+ 1)} NCinduct.] (1 — 1). L’axioma.
d’infinitat equival a l'afirmacié que, si limitem la relacié (4 1) al
camp dels NC induct., la relacié (+ 1) esdevé aleshores biunivoca,
és a dir, per a cada NC induct. existeix només un sol immediat
predecessor, i per a cada un d’aquests, un sol immediat successor;
car recordem que, si no val linfin. ax., existeix un NC induct.
maxim per a cada tipus, i tots els NC induct. superiors sén es-
tructures buides, puix que corresponen a classes nulles. A molts
consegiients correspon, doncs, en aquest cas, un sol predecessor
immediat: la relacié (4 1) no és aleshores biunivoca. En canvi,
com es veu immediatament, admetent I’axioma d’infinitat, aquest
cas no existeix (47.57, 58).
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§ 48

Progressions i axiematica de Peano. Transfinits de Cantor.

I. PrOGREsSIONS. DEFINICI6. — La relacié (4 1) posseeix
les segiients propietats: 1) és biunfvoca si la limitem al camp dels
NC induct., com hem dit suara; 2) posseeix un sol element inicial;
3) qualsevol altre element pertany a la posteritat, al camp dels
consegiients del terme inicial; 4) cada un dels elements té un suc-
cessor, o sigui, no existeix un terme final.

Aquesta relacié (4 1) mena a la successié

0,1, 2, 8,4, b...., % un 1.

Existeixen moltes d’altres successions que compleixen les ma-
teixes condicions de (4 1). V. gr.: la relacié «meitat que», amb
la corresponent successié 1, 2, 4, 8, 16..... O bé la relaci6 definida

1
per y = =’
Lo
4

O la relacié més complicada que defineix la successi6 que en-
cabeix tots els nombres racionals positius:

1 1 1. 2
?; 21 "'é'a 3; ! _3'-

%, 4, —1—, etc.

L, 5

Considerant, doncs, com ho hem fet sempre, la classe formada
amb totes les relacions d’aquesta mena, anomenades progressions
(Prog.) com a elements, definirem:

A -
Def. 48.01 Prog. = (1—>1) A R(D'R = R. B'R).
Notem tots els matisos de la definicié: 1) demanem d'una
relaci6 de tipus progressié que sigui biunfvoca (1->1); 2) que
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posseeixi primer terme, E! B’ R; 3) que el camp sencer es trobi

dins la posteritat d'aquest terme, aixd és, C' R = F@E B’ R; car,
si mancava aquesta condicié, el camp total es compondria de
famflies distintes, totes les quals, menys una, no tindrien terme
inicial; 4) demanem, finalment, per a una progressi6, que cada
terme tingui un successor, aixd és, que la successié sigui indefi-
nida, la qual cosa resta assegurada amb Q' RCD’ R, o bé amb
C'R=D'R. I per tant, segons la condicié tercera podem es-

criure en una les condicions 3, 4, posant D' R = R, B’ I{Ef_ I
aquesta mateixa condici6 enclou la segona, car, segons 27.12,
val § (1) (px) > E! (1 %) (9x). Prenent, doncs, R com a propietat
i recordant que B’ R aplega els membres inicials de R i que aci R
és ensems biunivoca, tenim I’equivalent relacional de (tx) (¢ %)
en B'R i podem afirmar: E B'R—E! B'R. Es per aixd que
hem donat una definici6é condensada de Progressié. R, és, com sem-

tots els consegiients de R°, R, R%.... respecte al membre inicial

tnic de la relaci6é biunivoca R; aleshores la funci6 objectal FE_,; B'R
mena al mateix membre inicial. Aquestes quatre condicions per-
meten de demostrar els cinc axiomes de Peano sobre els nombres
naturals.

Els teoremes més importants sén:

48.10 |- ReProg. = Re(1—1) & (D' R= K. B'R).

48.11 — ReProg. > (@' RCD'R) ¢ (C' R=D" R). Les
progressions sén obertes.

48:12 R eProg. - (Ry, € J). Si d'una progressi6é traiem
la primera poténcia de la relacié formadora, les poténcies segiients
son irreflexives: o menen a nombres diferents.

48.13
|— R ¢ Prog. = [D’ R % Cls. induct.] & [(No¢' D’ R) € NC induct.].

Aquest teorema important afirma que la classe dels antece-
dents d’una relaci6, tipus progressié, no és una classe inductiva
i que el nombre cardinal corresponent a aquesta classe no és tampoc
un NC induct.; la qual cosa ens permetra de deduir que les classes-
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elements del primer transfinit de Cantor no sén inductives. Poden
doncs, menar a una nova classe de nombres. En canvi, val:

—
48.14 | R eProg. = R, x ¢ Cls. induct. Tots els antecedents
d’un terme x, segons la relacié R, formen una Cls. induct.

II. EL PRIMER TRANSFINIT CARDINAL DE CANTOR. — Cantor
defineix }® com el nombre cardinal propi d’aquelles classes els
elements de les quals poden ésser relacionats biunivocament amb
els NC inductius, aixd és, amb la progressié tipica 0, 1, 2, 3, 4.....
Aquesta deiinicié suposa que v v 41, és a dir, l'axioma d’infi-
nitat: en cas contrari, els NC induct. formarien una série finita
amb la classe A com a terme final. Dues menes de definicions
de N, serien, doncs, possibles tedricament: 1) emprant la relacié
de similaritat o correspondéncia biunivoca entre ¥, 1 la série dels
NC induct. completada amb linfin. ax.; 2) incloent la série
dels NC induct. en el tipus més general de Prog. podem definir
N, com la classe de totes aquestes classes els elements de les quals
poden ésser ordenats en forma de progressions. Aleshores cal pro-
var que ¥, és un nombre cardinal, que és diferent de zero, i que
¢s el nombre cardinal propi dels NC induct., la qual cosa no calia
provar en la definicié per la relacié de similaritat. Amb tot, és pre-
ferible aquest adarrera definicié que no suposa ’axioma d’infinitat.

Def. 48-02 N, = D" Prog.

Teoremes:

48.15 |maeRy=(ER) & R e Prog. & (x= D' R). Condicié
perqué una classe « sigui element de N,.

48.16 — R =Prog. - D’ R e N,.

4817 HaeNy > (ER)ED R=a) & Re(1—>1) &

Q' RCD'R& B R e1].

48.18 o ey — (Nc¢'a = Nc¢'a +1). Propietat reflexiva d’'una
classe que sigui element de .

48.19 |- @ ey — aE Cls. induct. (48.13).

48.20 |- 2 ¥y & 8 ¢ Cls. induct. = (& — @) e ¥p. Una classe
de N, no s’altera si li traiem una classe inductiva.

48.21 |- @ ey — [@ sm NC induct.]. Les classes transfinites
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s6n biunivocament coordinables amb la successi6 formada amb els
nombres cardinals inductius.

48.22 | @, p €Ny —> a sm. 3. No cal pas suposar que «, @
siguin del mateix tipus.

48.23 = aeNy—> (Ng= Nc'a). Pas de classe a Nc.

48.24 |~ R e Prog. > (o= N¢'D’'R).

48.25 | Ny e NC.

48.26 | E | N, — N, = NC induct.

48.27 FEIN,—>Ny=N—1).

48.28 |— v ¢ NC induct. = (X = X &+ v).

48.29 | N, = N + No.

48.30 — E! R, — (v) (v e NC induct. = Ny > v).

I lleis semblants per a la potenciacié, multiplicacié i sub-
traccié efectuades sobre N, amb NC induct.

§ 49

Nombres relacionals

Hem definit els nombres cardinals mitjancant la relacié de
similaritat (sm.). Ara hem de tractar els nombres relacionals
corresponents a la relaci6 de similaritat ordinal (smor.) estudiada
en el § 46. Els nombres relacions seran designats amb N 7. Fem
gradualment la generalitzacié dels conceptes nous. Sigui una re-
lacié P qualsevol, el nombre relacional N #' P (emprem una funci6
descriptiva) es defineix com la classe de totes les relacions que
siguin similars ordinalment amb P, definint la similaritat ordinal
segons el § 46.

Def. 49.01 N #' P = smor ‘P. Per tant, si prescindim de 1'ds
d’una relaci6 especial (millor, de la classe especial de les relacions
similars ordinalment amb P), tindrem:

Def. 49.02 N7 = W. I, finalment, la classe total formada
amb totes les classes de tipus N#' P, N #'Q, etc., sera:

Def. 49.03 N R=D'Nr. Els teoremes per als N R sén
semblants als dels NC.
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Teoremes:

49.10 N+ P = @ (Q smor. P) = @ (P smor. Q).

49.11 —QeNy P=Q smor. P=P smor. Q.

49.12 —E!N7 P.

49,13 —PeNy P

49.14 —PeN»Q=QeN7r'P.

49.15 —-PsNrQe&QeNrR—-PeNrR.

49.16 + P smor. Q > (N#' P = N7+ Q).

49.17 —E!(NrYPoNrQ)—[Psmor.Q & (N7 P=Nr' Q)]

49.18 - N#¥PeNR.

49.19 — N R ¢ Cls.? induct.

49.20 peNR&EPep—> (N7 P=y).

49.21 —wpueNR&EP,Qeyp— Psmor. Q.

49.22 - Nc'C'Q=C"N7 Q.

49.23 —peNR—->C"peNC. Aquestes dues darreres lleis
uneixen els NR amb els NC. Es molt senzill de demostrar
que 0,, 2, definits en el § 38 sén ensems N R. Només ens manca
la definicié de 1, pres relacionalment.

Def. 4904 1, =R{(Ex) & (R=1x}%}. I valen els teo-
remes: )

49.24 | P smor. \ =(P = A).

49.25 -0,=N7» A.

49.26 |—-0,:N R.

49.271 -Pe2,=[Ex, y)&xFy&(P=2x}y)

49.28 — P,Q e2, — P smor. Q.

49.29 —-Qe2, & Psmor.Q—>Pc?2,.

49.30 —-2e¢NR.

4931 —1,=N7(yly).

49.32 —~C"0,=0.

49.33 —C"1,=1.

4934 C"2, =2

Les operacions de suma, producte, potenciacié de relacions i
nombres relacionals sén massa complicades per a una senzilla in-
troduccié. En Prin. Math. es trobaran mestrivolament explicades.
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§ 50

Relacions connexes i séries

I. RELACIO CONNEXA. — Diem que una relacié R és connexa

(zusammenhingend, connected) si P o bé P val entre dos elements
diferents qualsevol del seu camp, aixd és, si ¥, y eC' P i tenim
x+y, val ®Py)v(yPx). El camp d'una relaci6 connexa es
compon d’una sola familia, i inversament. Si el camp d’'una re-
lacié enclou només una familia, aquesta relacié és connexa.

Def. 50.01 Connex. =P (x) {x ¢C' P~ (P'5=C'P)}.
Aquesta definicié s’aclarird amb els teoremes que defineixen les
condicions perqué P sigui connexa.

Teoremes:
50.10 | P ¢ connex. — (x) (%) {(x,y ¢ C' P) & (x + ) —>

[(xPy)v(y P2}

50.11 |- P e connex.= P & connex.

50.12 | R, e connex.= R,, ¢ connex.

50.13 | [P econnex. & (C'P = C'Q) & P € Q]—>(Q ¢ connex).
50.14 | P e connex. — P,, Py, connex.

50.15 | P eT 7> (P e connex.= P, e connex.).

50.16 |— R e (Cls. 1) = Ry} K, # ¢ connex.
50.17 |— R e (1—Cls.) — Ry} K. x ¢ connex.

50.18 - Re (1—->1)— Ry} R, x ¢ connex.
50.19 | P e connex. & Q smor P — () & connex.
50.20 | P ¢ connex.—> N 7' P C connex.

50.21 | A e connex.

50,22 |- x|y e connex.

50.23 | P e connex. — P} e connex.

109



INTRODUCCIO A LA LOGISTICA

—r — — —_—
50.24 | R econnex.—[B’'R,B’'R, min.} «, max., « ¢ (Ov 1)].
Una relacié connexa R té com a mixim un membre inicial,
un de final, i cada una de les classes formades amb elements d’ella
relacionats amb R posseeix a tot estirar un maxim i un minim.
Les primeres afirmacions es dedueixen de la definicié i teorema 50.10;
les altres, sobretot del teorema 50.22. I amb una mica de dis-
corriment és possible de donar de totes una prova conceptual.
Si representem amb un esquema vectorial una relacié connexa,
existeix sempre entre dos punts qualssevol un vector.

II. SBERIES. — S’anomena série una relacié irreflexiva, tran-
sitiva i connexa. Definim les séries mitjancant les relacions i no
pas amb el concepte de classe, car una classe pot ésser ordenada
de diverses maneres, amb relacions diferents; en canvi, en una
série I'ordre és essencial. Una relacié amb les tres condicions dites
serd anomenada relacié serial, o bé, més breument, série. Si R
és una relacié d’aquesta mena, amb la classe de les seves potén-
cies R, R% R,..... (aixd és, amb R,,), podrem disposar tots els
elements d’una série amb llur ordre propi, la qual cosa serd molt
avantatjés per a l'estudi logic de la convergéncia: la relacié R
produeix la série (ser.). Considerant, doncs, la classe de totes les
relacions amb les propietats indicades, tindrem com a definicié
general:

Def. 50.02 Ser. = R/ J 0 T r 0 connex.

Els teoremes segiients aclariran més aquesta definicié:

50.251 |~ Peser.=PCJ & P2CP & P ¢ connex.

50.252 |- Peser.=PCJ&P'CP &(x) () {xycC'P) &
(#+3) > (= PyvyPx)}.

50.253 |~ Peser.—>P:CJ & (P abB=A).

50.26 |- Pe connex, € PECP & PPC J—>PeTy.
50.27 |~ P e connex. & P,,€ J > PeTr.

50.28 - P ¢ ser. — ser.
50.29 |- P e ser. & P smor. Q — Q ¢ ser.
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50.30 — A e ser.

50.31 = (x+9y)=(x}y) e ser.

5032 Peser. £xPy & (D'P=12)—>(P=2}Y).

50.33 | P e ser. — P| « ser.

5034 —P,Qeser. aQCP—~>(Q=P| C'P).

En virtut d’aquestes darreres lleis, les séries contingudes en
una série donada sén relacions resultants de limitacions del camp
primitiu, i, per tant, el procés de limitar el camp és solament un
procediment de triar una part de la série original, sense canviar
I'ordre.

III. PUNTS MAXIMS I MINIMS DINS UNA CLASSE. — En el
§ 456 varem definir els conceptes de minga i maxja. Entenem
per x minimyz un element de la classe «, el qual pertany ensems
al C' P, és a dir, es troba afectat per R, i no pertany a la classe
dels consegiients de «, aixd és, no fa de consegiient respecte a cap
dels altres elements continguts c.

smin,a=zxe(a 0C'P)— P"a. Pot esdevenir-se que exis-
teixin dins «, segons les relacions que emprem, molts x que com-
pleixin les condicions dites; aleshores definim una funcié objectal,
la classe d’aquests elements minims de « respecte a la relacié
considerada.

—

Def. 50.03 min., « = (e 0 C' P) — P a.

La relaci6 min., és, doncs, una relacié inclosa en e: i si P és
una relacié connexa, sabem per 50.23 que la classe definida per

min., « conté un element (classe) o cap, i, per tant, la relacié m;
és del tipus (1 —Cls.). Si % és, doncs, una classe de classes, totes
les quals posseeixen minima, la relacié min.,} » serd una relaci6
selectora, aixd és, podrem afirmar:

min., } x e ey x. En efecte: si x comprén, per exemple, les
classes @ = (1, 2, 3), = (4, b, 6) i vy = (6, 7, 8) la relacié «nombre
minim dins la classe »» (» = « O 0 y) mena a classe de repre-
sentants (1, 4, 6).

—_—
Amb aquesta definicié logica de min., excloem de min.; «
qualsevol part de « que no estigui continguda en C'P, i assolim
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T T
que min., ¢’ x sigui igual a (' x, o sigui, que min.; ' x = x: sota
les condicions x e C' P & (x P x).

Teoremes:
50.35 | xmix,a=zx¢(znC'P)—P"a=xmin. (P)a.
—
50.36 | (minja= A)=(enC'P)CP"a
5037 - (mixsa= A)=(anC P)C P
TSP Al — ]
5038 Fminja=%{xc(@0C'P)&(xnPx= N)j-
50.39 -maxja=% {x e(@nC'P) & (« n:';xu_- A)}
5040 | minj A = A.
50.41 max) A = A.
5042 |- P:CP&xPy—[min, (20 t'y) = 4].

50.43 | xmin., o — (x P x).
50.44 | xmax., «— (x Px).

IV. Punts SEGUENTS. — Un element x s’anomena punt
segiient de la classe « respecte a la relacié P (sfmbol x seq., @)
quan x és el consegilent immediat, segons P, de tots els elements
de a, o, més exacte, quan x és un minim respecte a tots aquells
elements relacionats amb P que vénen després de tots els elements
de anC'R.

e e <«
Def. 50.04 seq.; o =min.; p' P" (e 6 C' P). Noteu que escri-

“— ‘<

vim p’P" (@ aC’'P) i no P"(«nC’P), car aquesta expressié
indica tots els consegiients de la classe (¢ A C’ P) i no tots sén
segiients de (« 0 C’P), ans solament els de la classe-producte

;M 1(';' (¢ o C’ P) que aplega els elements comuns a totes les classes
de consegiients.

Si « posseeix un maxim, els segiients (o el segiient, si és una
classe-unitat la formada per P segons les condicions 50.04) de «
son els immediats successors del maxim: si @ no el posseeix, no
existird un terme en « que sigui immediatament seguit d’un dels

112



CONSTRUCCIO LOGICA

diferents segiients de «; i, en aquest cas, si « posseeix un sol segiient,
aquest sera el seu limit superior. El predecessor de « serid, na-
turalment:

— —— —-
Def. 50.05 prec.;, @ = max.; p’ P" (e 0 C’' P).
I, si generalitzem les definicions per a qualsevol classe, tindrem:
-(—

Def. 50.041 seq., = % & {x min., ' 1_9; @nC'P)}.

Def. 50.051 prec., = % @ {x max., 9’ P’ (e 0 C’ P)}.

Teoremes:

50.45 |- prec., = seq. (13). Aquesta proposicié permet de
canviar totes les férmules sobre precedents en les de segiients;
i inversament, posant en lloc de P, ﬁ o viceversa; i per aixo do-
narem només les lleis sobre prec.

—
50.46 |- P ¢ connex. —>seq.pz e (ov 1).
50.47 |- P ¢ connex. —>seq.;, ¢ (1 = Cls.).

.
50.48 |-seq,aCa.
—
50.49 |- P*C J — (seq., «C — P" a).

§ 51

Concepte logistic de limit

I. Limits. — Un terme x s’anomena limit superior respecte
a la classe @, dins el camp ordenat per la relacié R, si « no posseeix
un maxim i x és el segilent de «. En aquest cas x segueix imme-
diatament la classe @, encara que no puguem assenyalar en o« un
terme seguit immediatament de x. Segiients que siguin ensems
limits sén molt importants, i, amb Prin. Math., els donarem un
simbolisme especial: /f, « significard limit superior de « segons P,
i, quan convingui, escriurem també /f (P)’ . Inversament, limit
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inferior respecte a « segons P serd l'immediat predecessor de «,
si @ no posseeix un minim. Simbol, #; a, o # (P)’ a.

Def. 51.01 It (P) = seq,| (— @' max,). La relacié de limit
superior dins la relacié P és la mateixa relacié de segiient segons P,
perd limitada a la classe — @’ max,. I, per tant:

Def. §1.02 ¢ (P) = prec, } (— Q' min,).

En virtut de les definicions donades, si « posseeix un maxim,
no tindra aleshores limit superior; per tant, I’existéncia de la classe
dels limits (amb un o més elements) equival a l'existéncia de la
classe dels segiients, combinada amb la no-existéncia de la classe
dels maxims en a.

Teoremes:
- —
51110 | xit(P) a=ux seq, « & E! max, a.

51111 8 (P) =1t (f’); la qual cosa permet de reduir les
consideracions segiients a la teoria dels limits superiors.

—_— —
5112 | Elmax; a— (it a = A).
— — —_—
S5L13 | (max; a= A)— (M « = seqy a).
— — — —
51.14 - E!llfj e=FE! miax, a & E! seq;, a.
—_— —_— —_— —
5115 —E!maxyavE!lseqqa=E!max,avE!lta.
— —>
S5L16 ity N = B'P.
—_—
5117 | P ¢ connex. > {lfyac(0v1) &l,e (1 - Cls)}.
En molts casos convé d’emprar una notacié tnica per a sig-
nificar les alternatives «limit o bé maxim», «limit o bé minimpy.
Definirem, doncs:

Def. 51.03 limax, = max, v lt,.
Def. 51.04 limin, = min, © 2,/

I és clar que limin, = limax (13).

II. REeLACIO DEDEKINDIANA. — Una relacié6 P s’anomena
dedekindiana, si qualsevol classe d’elements ordenats per P pos-
seeix o bé un maxim o bé un segiient.

Def. 51.05 Ded = P {() [« ¢ (@' max, U Q" seq,)]}.
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Teoremes:
51.18 R ¢Ded = (a) {« ¢ Q' limaxg}.

5119 ReDed—EI B REE! B K.

Es clara l'analogia amb les condicions dedekindianes de con-
tinuitat i teoria de les seccions (Schnitt) de racionals en dues classes,
* una amb un maxim i sense segiient, o bé sense maxim; i aleshores
amb un segiient en cas de continuitat.

ITI. DERIVADES. — Si « és una classe qualsevol i P una
relacié serial, la derivada primera de «, segons P, és la classe o
conjunt dels limits de les subclasses de @ 0 C’ P: aixd és,

ity Clex' (e 0 C' P).
Amb altres paraules: un element x pertany a la derivada primera
de « segons P, si existeix un conjunt de termes que es troben
continguts alhora en « i en C’'P, i x és llur limit. La classe de
tots aquests termes és la derivada de « segons P: simbol, 3} a.

Def. 51.06 3, a = it; Clex’ (x 0 C' P).

I d’una manera semblant definirfem 3}, 37 a.....

En general, existiran membres en « que no es trobaran dins ) @
i membres de &, @ que no seran en «; car el camp de P no encloura
tots els elements de @, o bé alguns dels limits enclosos en 3, & no
pertanyen a la classe a.

IV. REeLACIO DENSA. — La classe « s’anomenard densa res-
pecte a la relacié P, si tots els seus membres, fora del primer, si
n’hi ha en «, pertanyen a 3, @, o sigui, si tots els seus membres,
tret del primer, sén limits de subclasses existents en «.

Def. 51.07 densa ‘P = & [(a — minp a) C 3jal.

La classe « s’anomenara closa en P, si qualsevol subclasse
no buida de «, que no posseeixi un maxim, té, amb tot, un limit
que pertany a «.

Si « és ensems densa i closa s’anomenara perfecta; i en aquest
cas tots els seus termes sén limits de classes triades dins «, i cada
una d’elles posseeix un limit o un maxim.
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Def. 51.08
Closa 'P = & {Clex’ (xn C'P) C Q" limax, & (3« C o) }.
Def. 51.09 Perf ‘P = densa 'P 0 closa ‘P.

§ 52

Convergéncia. Continuitat. Limits de funcions.

I. CoNVERGENCIA. — Una funcié definida logisticament equival
a una relacié en la qual els antecedents corresponen als valors de
la variable independent, i els consegiients sén els valors de la va-
riable dependent o funcié. La llei mateixa d’uni6é entre ambdues

classes és la relaci6 R. V. gr., la funcié y = —:;—equival a la re-

lacié «y és la meitat de x». Donem, amb tot, en logistica un sig-
nificat molt més ample al terme funcié que el corresponent de
matematiques. Funcié és aqui un altre terme de relacié: de ma-
nera que les nocions segiients, essent i tot purament logiques,
corresponen com a cas particular a les matematiques.

Direm que els valors d’una funcié convergeixen o que la funcié
convergeix dins la classe «, si per a arguments suficientment dis-
tants, aix0 és, havent emprat cadenes relacionals suficientment
llargues, els valors de la funcié romanen encara dins la classe a.
Amb una definicié6 més técnica: sigui R la funcié considerada, « la
classe en qiilestié,  una relacié serial a la qual pertanyen tots els
arguments o variables emprats en R i en «: direm que R conver-
geix dins « respecte de (), si existeix un argument y tal que per
a arguments superiors a (y) segons l'ordre establert per la relacié
serial Q, el valor de R roman sempre en o.

R és consegiientment convergent dins « segons Q, si

Ey{y:(C'Qna R &R ¢yCa}.

Un terme y amb aquestes condicions direm que pertany a la
classe R Q,, «, simbol del concepte definit. I, per tant, R sera
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convergent dins « segons @, si la classe R Q,, @ no és nulla. Posem,
doncs, com a definicions estrictes:

Def. 5201 RQ, 2= (C'Q Q' R 0) (R QyCa.

I generalitzant per a qualsevol «, obtindrem el concepte general
de convergéncia.

Def. 52.02 Q,, = R& (E! RQ, a).

En els casos d’'importancia practica, R és una funcié uniplu-
rivoca, Q és una seérie i la classe C' Q 0 @' R sera una classe sense
maxim en Q.

La definicié precedent de convergéncia es refereix a la relacié
sencera R. Ara podem generalitzar aquesta definici6 per a qual-
sevol propietat de R (en la classe de les quals resta, naturalment,
R mateix enclosa) i tixar les condicions per a la seva convergencia,

.
Per aquest fi cal considerar R| Q, z, on z pertany als termes su-
periors o iguals a un y prefixat per endavant. Si sota aquestes

condicions R} ‘(‘2—: z pertany sempre a la classe A, direm que R
pertany també sempre a A; i a la classe A correspon una funcié
proposicional, a saber, la propietat considerada en ordre a la con-
vergencia.

Def. 5203 RQnmeh=9<{yc(C'Q 0 Q' R) &
-
&) Q. z—>R} QLzeN}.
(El subindex cng és una abreviacié de convergéncia general.)
Def. 52.04 Que= R X (E! R Qg V.

Teoremes:

52.10 l——yeR(_')-,,.aEys(C'QﬁG'R)&R"&yca-
5211 +«Cp—>(RQ.,,aCRQ,B).

52.12 }_aCﬁ—){RQma‘-'*RQ“@)-

5213 - RQ,,a O RQup=RQ, (¢ 08).

5214 - RQ,, (@0 p) —~>(RQ.,,x& RQ,, B).

II. SECCIONS LIMITADORES. OSCIL-LACIONS D'UNA FUNCIO. —
Definirem abans que tot el concepte de seccié dins una série P,
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i direm que la classe « és una seccid de P (sect 'Pj si val
«aCC'P& P aCa.

Si la classe « pertany al camp de P i ensems la classe dels
predecessors de « (de tots els elements que tenen amb qualsevol
dels de «, la relacié P) pertany sempre a «. Si existeix a, el C' P
queda aleshores dividit en dues parts: hem fet una seccié. Defi-
nirem, doncs, en general:

Def. 52.05 sect' P =2 («CC'P&P"aCuq). Si « és una
seccié de P, la classe C’' P — « s’anomenara el complement de «
dins P, que serd, naturalment, una classe idéntica a sect ‘P.

Per tal de definir ara una seccid Limitadora necessitem tres
relacions P. Q, R: P és la série dins la qual fem la seccié (formant
les dues classes « i C' P —a); R és una relacié els arguments de
la qual pertanyen a la série P, i Q és la série que enclou tots els
arguments (o valors de la variable independent) que anirem donant
a R per tal que ella, amb la seva estructura, cerqui els valors de-
pendents dins la classe-seccid.

Considerem ara un terme x de C’ P tal que per molt elevats
que siguin els arguments de R (aixd és, assolits amb poténcies
molt elevades de R) siguin sempre majors o iguals (com a maxim)
a x. Aquests termes s’anomenaran persistents segons P. La classe
de tots els termes persistents s’anomena seccid limitadora. Per a
la seva definicié logistica perfecta notem: si « és una classe dins
la qual R és convergent, fent Q de relacié serial (de camp de la
variable independent), aleshores la secci6 P.a (dels antecessors
de a, segons totes les poténcies de P, P?, P, P2...) conté valors
que sempre resten enclosos en «. Es per aixd que si x és un
membre qualsevol d’aquesta secci6, i prenem termes suficientment
alts de la série Q, els valors corresponents de R no restaran sempre
menors que x dins la série P, i, per tant, el producte logic de
termes del tipus P, « serd la seccié limitadora. Definirem, doncs:

Def. 5206 PR,Q =4 (P?0iuRaC P). (s alludeix a
seccid.)

Partint dels arguments de @ (com de variable independent
relacional) i emprant-los com a antecedents de la relacié R, cer-
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carem, mitjangant R mateixa, els seus consegiients dins els elements
de la relacié P. Avangant dins el camp de la variable indepen-
dent Q (emprant cada vegada poténcies majors de @), avangarem
a través R dins P. Suposem ara que dins P existeixen termes
tals, que els arguments assolits en P, partint de Q, restin sempre
majors o iguals que algun d’ells. La classe formada amb ells és
la seccié limitadora de la relacié R dins la seérie P; tot avangant
amb les poténcies de R al llarg del camp de P, aveng regulat pel
de Q dins el seu camp. La secci6 limitadora es troba, doncs
dins P; la determinem, la limitem, mitjan¢ant R, i el moviment
limitador de fixacié de fronteres, diguem-ho aix{, és dirigit per Q.

. . Bl . . iy =
Considerem la secci6 limitadora formada dins ﬁ, aixd és, P R, Q;
s’anomenara «seccid limitadora superiors. Si x és un element d’ella,
Ja funcié R mai no arribard a un valor major que x.

Suposem, doncs, que x pertany a P R, Qia P R,, Q; aleshores
trobarem valors de R que no s6n menors que # i altres que no sén
majors que ¥, tot avangant les poténcies de Q, i, per tant, de R,

Els elements de la classe P R,Q AP R,Q sén la classe dels
valors suprems de R i mereix €] nom d’«oscilacié de la funcié Ry,
oscillacié que s’anomena «final», puix que, aconseguint nous argu-
ments de R, avangant més i més amb poténcies de la mateixa R,
els valors de la funcié (els consegiients de R) oscillen dins aquesta
classe o segment de P, i cap altre segment més petit no posseeix
aquesta propietat. Aquesta classe o segment serd designat amb
PR, Q (0s, alludeix a oscillacid) i s’anomena també ¢segment
Jimitadors. Per tant, si R posseeix un terme final, avangant més
i més els exponents de les poténcies de R vers oo, el segment Jlimi-
tador contindra només un terme.

Def. 5207 PR, Q=PR,QnaPR,Q.
Notem els tres teoremes que formulen les condicions de per-
tinenca de #x a la seccié limitadora:

5215 2¢PR,Q=(2) {RQma—>2cPladx :C' P}.
5216 —2¢PR,0={y:(CQ0nQ' R ¢
& () @ [(R"0,yCa)—>(xePladxeC P]}.
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5217 -xePR,.Q=(y) e(C'QoQ' R)—

~%(P,|R|Q,)y &xC’P)

Aquest darrer teorema és el més clar per a entendre quan un
element x pertany a la seccié limitadora.

Aquests conceptes sén purament logics, encara que puguin
ésser aplicats als corresponents matematics, que sén només un
cas particular per a relacions de tipus matematic. Un exemple
d’aplicacié extramatematica. Siguin els elements de Q un conjunt
de punts temporals, diem segons, ordenats per la relacié abans-
després (relaci6 serial Q). Els elements de P siguin els punts
d’una recta, P la relaci6 d’ordre entre ells. R serd una llei de
moviment que determina per a cada valor del temps (aixd és,
per a cada element de Q) un lloc determinat dins la recta (un
element de P). La relacié R té com a antecedents els punts tem-
porals i com a consegiients punts (no diem tots sempre) espacials
i R mateixa és la llei o funcié f (£); R relaciona el camp de @ amb
el de P. Es molt ficil de formar lleis f (¢) tals que per a qualsevol
temps, tan llarg com voldrem, la funci6 R no arribi a un punt
determinat de la linia o no en passi; i aquest punt amb els segiients
dins P serd la secci6 limitadora superior, o bé existira un altre
punt dins la linia, tal que la posici6 determinada per f (f) sempre
es trobi més enlla d’ell o, tot al més, dins; i aquest punt i els seus
precedents formaran la seccié limitadora inferior. Finalment, podra
esdevenir-se que existeixin per a determinades f (£) ambdues seccions
i els punts comuns a elles formaran una classe de valors dins Ja
qual es mourd f (£), si prenem valors suficientment elevats de Q
(i, per tant, de R i de P).

De semblant manera podem definir 'oscillacié d’una funci6 R
quan els arguments de () s’atansen a un limit determinat en Jloc
de considerar el cas anterior en el qual els arguments de Q (o valors
de la variable independent que fan d’antecedents de R) creixen
sense limit. Si limitem, doncs, el camp de la relacié Q als elements
continguts en la classe a, podrem obtenir noves oscillacions i seccions
de R dins P, en atansar-se @ a un element determinat dins a; i
definirem;

Def. 52.08 (PRQ);,,a= PR, (Q,} ).
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Def. 52.09 (P R Qe x =P 1_20, (0,1 a).
Les lleis dels altres casos sén molt semblants a les ante-
riors.

III. LiMITsS DE LES FUNCIONS. — Poden existir, en general,
quatre limits d’una funcié o relacié R quan els arguments de Q
s’atansen a un terme especial a: el limit superior, el limit inferior
d’oscillaci6, tendint vers ells per la dreta o per l'esquerra. Desig-
nem els quatre limits amb:

(limit superior) (limit inferior)

R(PQ)a R(PQ)a RPJ)a, RPOQ)a

Amb les definicions:
B —
Def. 52.010 R (P Q)’ a = limaxj (P R Q);, Q" @, i semblants

definicions per a les altres expressions, canviant P amb P}, Q amb G,
limax amb limin, segons els casos. Si, per exemple, Q és una serie
de nombres racionals i P la série dels nombres reals, i @ una classe
de relacionals sense limit racional, podrem esguardar el limit de la
funcié R (si existeix) en créixer els arguments de Q dins «. com
el valor de la funci6 R per al limit irractonal de a.

§ 53

Continuitat de les funcions

I. CoNTINUITAT. — Una funcié f (x) és continua en el punt
x = a, en el qual té el valor f (), si el limit dels valors de la funcié
dita a dreta i esquerra de @ és unic i igual a f (@). Si recordem
les definicions de limits de funcions suara formulades, aixd equival
a demanar:

53.10 - R(PQ)a=R(PQ)a=R(P{)a=RPQ)a=Ra.
Aquesta condicié purament logica ens indica que la nocié de conti-
nuitat no és especificament matematica.
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II. CONTINUITAT DEDEKINDIANA I CANTORIANA. — Una re-
laci6 R (o la corresponent funcié) s’anomena «de continuitat de-
dekindiana» — R eDedek —, si R és una relacié dedekindiana
(§ 51, II) transitiva i densa, aixd és:

Def. 53.01 Dedek = Ded n R (R2 = R).

Respecte a les séries, aquesta condicié equival a demanar que
les classes que tinguin un maxim no posseiran un segiient.

53.11 |- R eser —

— {R ¢ Dedek = [@’ max (R) = — Q" seq (R)]}.

Aqui trobem Il’equivalent purament logic de la definicié de
continuitat de Dedekind.

Per tal de definir la continuitat cantoriana hem d’introduir
el concepte de classe intermédia dins R; simbol, « med R (med,
abreviacié de médium).

Si @ és una part del C’' R i entre qualsevol parell de valors
de R existeix un element de la classe « (per tant, R ha d’ésser
una relacié densa), « és anomenada classe intermédia dins R.

Def. 53.02 med =& R{(aCC'R) & RCR} «| R}.
Ara, doncs, una relacié o funcié R s’anomena continua, amb conti-
nuitat cantoriana, si és una série dedekindiana i posseeix una classe

intermeédia amb N, elements. Definim la classe 6 de totes les rela-
cions que compleixen aquestes condicions.

Def. 54.03 0 = ser o Ded o med” N,

Qualsevol relacié continua posseeix sempre Ja continuitat de-
dekindiana, perd ne val la inversa. La classe intermédia que
hem definit per a qualsevol classe d’elements, logics o no, equival
dins la teoria dels conjunts al conjunt enumerable introduit per
Cantor dins la definicié del continu.
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§ 54

Séries ben ordenades i nombres ordinals

I. SBERIE BEN ORDENADA. — Una relacié6 R s’anomena ben
ordenada si qualsevol subclasse no buida del seu camp posseeix
almenys un minim; i si ens limitem a la consideracié de relacions
serials, una série ben ordenada té en cada una de les seves subclasses
no buides un primer terme. La classe de les relacions ben orde-
nades serd simbolitzada amb Bord (abreviacié de bene ordinata),
i la classe de totes les séries ben ordenades, amb Q.

Def. 54-01 Bord = P [Clex’ C' P C @' min (P)].
Def. 5402 Q = Ser o Bord.

Teoremes:
e
5410 | P eBord= («) {E! (x 0 C'P) > E! min; a}.
54.11 |- P ¢Bord = P,, ¢ Bord.
54.12 | connex. N Bord = Q.
54.13 |~ P e Bord — (RI' P C Bord).
54.14 | P ¢Bord - P| « = Bord.
54.15 |~ P ¢Bord — (RI' P o connex. C Q).
54.16 | -P<Q&E! B'P— P eDed.

5417 —Bord =P {xeC'P&(s) W [(F2Co—>xea) >
C'PCaq}.
Una relacié ben ordenada és qualsevol relacié P el camp
de la qual es trobi contingut en qualsevol classe g, que conté els
membres de C’ P els predecessors dels quals siguin tots continguts
en o. Sia la classe ¢ correspon una propietat, podem dir que és
heretada per tots els x del C' P. Tenim una llei d’heréncia trans-
finita.
5418 —a2eCl"Q—>E! e} Clsex’ a.
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5419 -acCl"Q&BCa—>E! ¢ Clsex' a.

5420 s"keCl"Q& NTk—>E!c k. C"Q és la classe de
totes les classes que poden ésser ben ordenades. Les tres lleis
demostren que si una classe és ben ordenada, val per a ella I'axioma
multiplicatiu, o és possible formar una classe de representants per
a totes les seves subclasses no buides; i el mateix val per a una
classe de classes ben ordenades amb la condicié natural A % k.

54.21 (C"Qu 1= Cls) > Mult ax. Si una classe ben orde-
nada posseeix més d’'un element, val per a ella l'axioma mul-
tiplicatiu. La proposicié inversa i val I’axioma multiplicatiu,
podem formar una classe de classes ben ordenades, o sigui, qual-

sevol classe pot ésser ben ordenada», és el teorema de Zermelo.
5422 —-P,QecQ & P smor Q— (P smor Q el).

II. NOMBRES ORDINALS. — Els nombres relacionals de les
séries ben ordenades s’anomenen nombres ordinals. La classe de
total d’aquests nombres (N 0) és definida:

Def. 5403 N O = Nr"Q. 1 tenim com a teoremes:

5423 -acNO=(EP)&PecQé& (a=NrP).
54.24 |- P eBord & P smor Q — Q ¢ Bord.

5425 —P:z:Q &P smor Q—Q Q.

54.26 |- P ¢ Bord — (N7’ P C Bord).

54.27 —a2eNO—->aCQ.

5428 |0, 2,eN 0.

La relacié de menor que (i la seva inversa de major que) entre
séries ben ordenades es defineix de la segiient manera:

Def. 54.04 Menor = PO {P,QcQ& E! (RF' Q AN/ P) &
(P smor Q)}, i, per tant:

5429 |- PmenorQ =P, QeQ&E! (RIQa NP &
(P smor Q).

5430 —P,QcQEE!(RFPANrQ)&E!(RI'QNyP)—
(P smor Q).

Llei analoga per a ordinals a la de Bernstein-Schréder (42.23).
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I de dos nombres ordinals p, v direm que p. €és menor que v,
si tenim:

Def. 54.05 p<-v=(EP,Q) & (p.=Nr'P) & (v=Nr'Q) &
(P menor Q).

III. RELACI6O HEREDITARIA TRANSFINITA. INDUCCIO TRANS-
FINITA. — Tractarem ara d’estendre les nocions de R, i Ry, Cal
emprar per a aquest fi dues relacions R, Q. Comencem definint
la posteritat transfinita d'un terme respecte a R, Q, aixd és, eixam-

plem la nocié de -E; x. Suposem, per tal de simplificar, que Q
posseeix un caracter més o menys serial, i que R és una relacié
pluriunivoca continguda dins Q. Per tal de formar la posteritat
transfinita de x respecte a R, Q, sortirem de x i formarem segons
el métode ordinari la posteritat ordindria de x respecte a R sola-

-
ment, aixd és, R, x, emprant poténcies el més elevades possible.

-’
Si la classe sencera R, x posseeix un limit respecte a @, comen-
carem de bell nou amb ell, considerant-lo com al primer terme
de la posteritat transfinita de x respecte a R, Q. Si aquest limit

<
és (y) formarem de nou R;y, i farem amb el seu limit dins Q el

mateix que amb el limit de I{E #, bastint d’aquesta manera la pos-
teritat transfinita de x, segons R, Q, continuant el procés fins que
arribem a termes del D’ R, o bé classe del Q' ltg. Prenent aleshores
tots els termes que puguin ésser assolits amb aquest procés forma-
rem la posteritat transfinita de x segons R, Q, que sera simbolit-
zada amb (R, Q)" x.

Per tal d’obtenir ara una definicié técnica d’aquesta classe,
anomenem o classe hereditaria transfinita si val, no solament
R" ¢ C o, com en les classes hereditaries ordinaries, siné també
que qualsevol subclasse p. continguda en (o nC’Q), i que tingui
ensems un limit dins Q, siguin aquests limits membres de o.
Segons aixd, ¢ enclou, no solament tots els successors segons
R de qualsevol membre de ¢, ans encara els limits dins Q de

qualsevol subclasse p. no buida de (¢ o C'R), aixo és, R'sCo
—
ipCod (WE!'woC' Q) —~>iu C o; i, recordant la definici6 lo-
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gica de derivada primera (51.06) d’una classe respecte a (, la
condicié anterior es redueix a 33 cCo. Una classe o és, doncs,
hereditaria respecte a Q, R, si val

ﬁ"cu c&3aCoa.

I ara podem definir la posteritat transfinita de % respecte
a R, (, dient que consisteix en tots els membres de C' R que
pertanyen a qualsevol classe hereditaria transfinita (amb la qual
cosa so6n hereditaries les propietats transfinites corresponents) a
la qual » pertanyi:

Def. 5406 - (R, Q'x=C' Qoap{rcod R oCo &

() 35 Co) >y ea}.

Obtindrem ara l’anileg de R,,, limitada a la posteritat de x
sense incloure # mateix en ella, limitant (), 0} (R, Q) #, natural-
ment en el cas en qué Q sigui transitiva; Q} (R, Q) x s’escriu, més
breument, Q (R, %), o, Qrxe

Condicions perqué un terme y es trobi dins la posteritat trans-
finita de #:

54.31 FYeRQ F=(eC'Q dxecd
() [(R" 6L 33 0) Co—y e

5432 ye(R,Q)2=(ycC'Q)&[rec& R cCod
wCI&EI(WAC Q) >, #uCa—>,y o

54.33 - (R, Q)'xCC’0Q.

5434 xeC'Q=x¢(R, Q) x.

5435 - RCQ&ye(R, Q) xR yC (R, Q)

5436 - RCQ &uC (R, Q) x— R uC(R, Q) x

5437 - RC€Q—[R" (R, Q) xC (R, )’ x].

5438 | (RCQ &xcC’ Q) —[R, x CAR, Q) .

5439 |- [4C (R, Q) ] € El u— Ity uC (R, Q) x.

54.40 3y (R, Q) xC (R, Q)" x.

5441 |- [kC Clex' (R, Q) 2] — [#5 kC (R, Q)’ ].

5442 -ye(R, Q) x&ze(R, Q) y—>z¢(R, Q)

5443 xe¢(C'Q—D'R)—>[(R, Q)'x = ¢ 4).

B
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IV. TEOREMA DE ZERMELO. — Admet les segiients formula-
cions logiques; en qualsevol d’elles pot ésser demostrat amb els
mitjans logics: les demostracions, perd, sén massa complicades
per a una introduccié (Cf. Prin. Math., 258).

5444 |- il @&E!eyClex'p—>peC”Q. Sipésuna classe
no buida i existeix almenys una classe de relacions selectives per a
totes les subclasses no buides de p., podem afirmar que la classe p. és
una de les classes que poden ésser ben ordenades: o, més breument,
qualsevol classe no nulla, si emprem l’axioma multiplicatiu, pot
ésser ben ordenada. I fins podem provar que

5445 - peC"Q=pcl & El¢e, Clex'p; o bé:

5446 |- pc(C"QuU 1)=E! ¢} Clex' y. I aleshores:

54.47 — Mult ax=(C"Qu 1 = C)).

54.48 |- Mult ax - (N¢'a < Ncf)v (Nc' e = Nc' B) v

(N¢' @> Nc' ).

Teorema de comparabilitat segons les relacions <¢, >, = de
qualsevol conjunt, admetent l'axioma multiplicatiu, provat que
aquest axioma equival a demanar que qualsevol classe pot ésser
ben ordenada.

54.49 | Mult ax — (g, v, e NoC) = [(n < V) v (1> V)]

V. SRRIES COMPACTES (itberall dicht, de Cantor). — Si R és
una relaci6 tal que entre dos qualssevol dels seus elements sempre
n’existeix un altre lligat mitjangant R amb els altres dos membres,
la relacié R s’anomena compacta; i la classe de totes elles formara
la definicié de relacié compacta (comp):

Def. 54.07 comp = p (B P

Teoremes:
54.50 |~ P e comp=PC P2

< <~
5451 |~ Pecomp=(x) (y) [ xPy—E! (P'x 0Py
54.52 | P e comp= P ¢ comp.
5453 — P eTr acomp= (P = P?.

- > >
5454 | P e comp — E| max;, P’ x.
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5455 - Pe comp—E! se% ¢’ x.

54.56 —PeRI' ] ocomp— (D'l =C’'P). Si una relacié
és compacta i una subclasse de la relacié diversitat, qualsevol
membre del seu camp és un punt limit,

54.57 | P ¢ (comp — ¢ A) = P % Bord.

54.58 |~ P ecomp — (N7’ P C comp).

VI. SERIES RACIONALS (v). — Les séries que sén isomorfes
(§ 46) amb la série de les fraccions racionals propies, ordenades
segons magnitud, s’anomenen séries racionals. Entre moltes ma-
neres possibles, ordenem totes les fraccions propies de la segiient:

Amb la definicié classica de Cantor direm que les séries ra-
cionals n sén séries denses ~ense membres inicials i finals el camp
de les quals posseeix ¥, elements.

Det. 5408 n=R{Reser  RER*&EC' ReN, &

(D'R=a’R}.
Teoremes:
5459 —P,Q en— P smor 0.
54.60 |- Pen& P smor Q—Q en.
5461 -Pen—>(n=NrP).
54.62 |-n:NR.
VII. DEerFINICIO LOGICA DE GRUP. — EI concepte de grup,

un dels cabdals de les matematiques modernes, admet una tra-
duccié logistica molt senzilla. Prenguem una classe d’elements
entre els quals existeixi una mena d’unié o operacié que anome-
narem grup si compleix les segiients condicions: 1.2 El resultat
d’aplicar l'operaci6é a dos elements de la classe pertany a la ma-
teixa classe. 2. Per a l'operaci¢ val la propietat associativa.
3.2 Existeix un element-unitat tal, que unint-hi, mitjancant 'ope-
racié, qualsevol dels elements de la classe, déna per resultat el
mateix element primitiu. 4.8 Per a cada element ha d’existir dins
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la classe un element invers, de manera que la unié d’ambdés meni
com a resultat a l’element-unitat. Una analisi logica palesa que
els elements d’'un grup sén relacions (A) i l'operacié o unié és
I'operaci6é relacional-concatenacié. Per tant:

Def. 54.09 Grup = A {(P,Q) [P,QeA—>P|Qer&Pe)] &
(I} s'C" %) ed}.

Aci I'element-unitat és la identitat, I, limitada al conjunt o
suma de tots els elements dels camps de les relacions contingudes

en A; 'element invers de 18 és P: no cal pas formular explicitament
la condicié d’associativitat, puix que val per a totes les concate-
nacions, segons 36.12.

Si val per a la unié la propietat commutativa, obtenim el
grup més retringit d’Abel:

Def. 54.010 Abel =X {X cgrup & (P, Q) [P,Q e X —
(P1Q=0|P)}.

El grup ciclic es compon de les poténcies de la relacié P i de
les seves inverses:

Def. 54.011 Ciclic’ P = Potid’ Pu Inv" Potid’ P.

Les definicions logiques primfilades de nombres racionals,
reals, complexos, i llurs operacions pertanyen a obres més amples
que un tractat ordenat a introduir-se abans que tot en la logis-
tica i secundariament en les matematiques.
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En aquesta darrera part tractarem de giiestions basiques per
a la logifstica en tant que sistema cientific, la qual cosa equivaldra
a fer la filosofia de la logistica. Tot amb tot, no ens hi deturarem
massa per tal de no ultrapassar els limits modestos d’una intro-
duccié.

§ 55

Teoria general de I’axiomatica

I. AXIOMES-TEOREMES. CONCEPTES PRIMITIUS I DERIVATS. —
El métode axiomatic consisteix a ordenar segons la dependéncia
logica les proposicions i els conceptes d’un domini cientific especial.
Qualsevol recerca axiomatica suposa, doncs, una ciéncia preliminar,
els elements cientifics de la qual han d’ésser classificats i disposats
en ordre deductiu o de dependéncia; i ensems cal emprar per a
aquesta tasca una altra ciéncia més general que ens posi a la ma
els mitjans i lleis de sistematitzacié. Aquesta ciéncia és la logfs-
tica presa en tota la seva amplaria. Segons aquest procés, podem

axiomatitzar l'aritmética, la geometria, la fisica..... emprant la
logistica.
La tasca axiomatitzadora es disposa de la segiilent manera:
Considerem:
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I

Les prop. de la ciéncia a
axiomatitzar pertanyen a dos
grups, 4, T.

A) Axiomes: prop. de les
quals partirem i que acceptem
sense demostracio.

T) Totes les altres prop.
han d’ésser deduides dels axio-
mes, mitjan¢ant cadenes de de-
duccions, segons els métodes
logics, 1 s'anomenen teoremes.

Per als sistemes dels axiomes
cal exigir:

1a) Elsaxiomes han d’ésser
suficients per a poder-ne treure
tots els teoremes.

1b) Elsaxiomes han d’ésser
compaltibles, aixd és, no miitua-
ment contradictoris.

1c) Elsaxiomes han d’ésser
en nombre minim, o només els
necessaris per a la deduccié de
tots els teoremes: condicié d'in-
dependéncia miitua.

II

Els conceptes de la ciéncia
a sistematitzar sén de dues
classes:

4) Conceptes primitius, que
no definirem, i que sén acceptats
com a punt de partenga.

B) Conceptes derivats, que
han d’ésser definits mitjangant
els primitius, tot emprant ca-
denes de definicions segons els
meétodes logistics de formacié de
conceptes.

Per al sistema de conceptes
primitius demanarem:

la) Els conceptes primitius
han d’ésser suficients per a de-
finir tots els altres emprats en
la ciéncia considerada.

1b) Les definicions han
C’ésser compatibles o no contra-
dictories mituament.

1c) Els conceptes primitius
han d’ésser independents, aixd
és, cap d’ells no pot ésser de-
finit mitjangant els altres.

Les condicions primera (suficiéncia) i la segona (compatibi-
litat) sén fonamentals; la tercera (independéncia) és secundiria.

IT. INTERPRETACIONS D'UN SISTEMA D’AXIOMES. — Interpre-
tacid explicita. — Els conceptes primitius posseeixen un contingut
significatiu intrinsec (intuitiu, fisic, psicologic), i no estan formulats
com a pures combinacions de simbols logics. Aleshores s’anomenen
constants extralogiques. Els axiomes o teoremes formulen pro-
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pietats d’aquests conceptes primitius i dels derivats. Aquest cas
se’ns presentaria probablement si voliem axiomatitzar la psicologia:
els conceptes primitius, v. gr., de consciéncia, intensitat de les
sensacions, qualitat sensitiva, sentiment..... haurien d’ésser presos
directament de la intuici6. Anomenarem ciéncies significatives
aquelles els conceptes primitius de les quals solament puguin ésser
formulats amb definicions explicites.

Després veurem si totes les ciéncies admeten una traduccié
explicita, un model explicitament intelligible. La interpretacié
explicita d’un sistema d’axiomes (4 S) equival a la subordinacié
dels axiomes als conceptes, del judici al concepte.

I'nterpretacié implicita. — Els conceptes primitius no posseeixen
cap significacié intrinseca, independentment dels axiomes: aquests
s6n els elements primaris de la ciéncia, els conceptes sén qualsevol
entitat que satisfaci els axiomes. No posseeixen, doncs, siné una
definicié implicita. Podem comparar els axiomes a un sistema
d’equacions: els valors de les incdgnites (els conceptes primitius)
sén determinats pel sistema total d’equacions logiques (axiomes).
Segons el nombre i la naturalesa dels axiomes, els conceptes pri-
mitius restaran definits unfvocament (existird un sol model concep-
tual), o bé una munié diversa d’objectes els emplenara igualment.
El sistema d’axiomes admetrd aleshores moltes interpretacions
conceptuals.

El concepte explicit propi de cada AS. — Siun A S té n con-
ceptes fonamentals, defineix un sol concepte logic explixit, carac-
teristic del sistema d’axiomes en tant que un tot logic determinat.
Aquest concepte propi de cada A S és, per a # =1 una classe
per a n=2, 3, 4..... una relacié bi, triargumental..... Designem
com sempre amb z, ¥, z individus indeterminats, amb «, £, y classes
generals, amb P, Q, R..... relacions. Apleguem ara amb & tots
els axiomes de I’A S considerat: la definicié del concepte explicit
caracteristic de I'A S és:
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designant 4 S (x, v, z..... @, §, Y..... P, Q, R.....) Vexpressié logica
formada, unint amb & tots els axiomes del sistema.

Per exemple: el concepte explicit del sistema axiomatic de
Peano sobre els nombres naturals és el concepte de progressi6
(Def. 48.01):

Prog = (1—>1) n R (D' R = R, B'R),

concepte suprem que defineix implicitament i determina implici-
tament les propietats dels tres conceptes fonamentals de Peano,
zero, nombre i segilent.

Al sistema d’axiomes de la topologia correspon com a con-
cepte total caracterfstic (del qual podem deduir tots els teoremes
i amb el qual definim implicitament tots els conceptes primitius,
permetent-nos, amb tot, de donar-ne una definicié explicita) el
concepte de sistemes d’entorns de Haussdorff.

Haussdorff = R{D’' RC [CI'qQ' R] & (RC %) &
(@B (R a0k pCs R C (@)
& (s} D'RER|C) & (]| Q' RER|Ex|R)}

La formacié d’aquest concepte explicit caracteristic de cada 4 S
permet de tractar com una part de la logistica la ciéncia consi-
derada.

Designem d’ara endavant amb F el concepte explicit indicat.

ITI. PROPIETATS LOGIQUES D'UN SISTEMA QUALSEVOL D’AXIO-
MES. — Models i consegiiéncies. — Si F (Q) és satisfeta, aixd és,
dona una prop. veritable per a Q,, designant Q, un sistema de-
terminat de relacions, classes i individus, direm que Q, és un model
de F (Q). Respecte al F (Q) propi de 'axiomatica de Peano en
la seva forma primitiva és un model la série 0, 1, 2, 3, 4..... amb
els tres conceptes explicits, zero, nombre, segiient, que pertanyen
a les categories logiques d’individu, classe i relacié.

G (Q) s’anomena conseqiiéncia de F (Q), si F (Q) implica G (Q)
per a tots els valors de les variables, aixo és, (Q) [F (Q) =G (Q)]ev V
(escriguem més breument F—G). Si valen F— G i G — F, aixd
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és, Foo G, F, G s6n dues formulacions del mateix 4 S. I els
teoremes que d’elles es dedueixen sén els mateixos.

F (Q) s’anomena ple, si posseeix almenys un model: en cas
contrari, buit.

La uni6 per & d’'una prop. o funcié & amb la seva negacié &
s’anomena contradictdria (k € ). I un A S serd contradictori
en els seus axiomes si posseeixen una conseqiiéncia contradicto-
ria, és a dir, si amb % també és demostrable %, tot sortint dels
mateixos axiomes. En cas contrari, 4 S s’anomena mno-conira-
dictori.

Es clar que, si un A S és contradictori, no existeix cap model
que el compleixi. La inversa, «i un 4 S és no-contradictori,
posseeix almenys un model» és admesa pels logistics classics (Whi-
tehead, Russell, Hilbert, Bernays.....), negada, pero, pels intuicio-
nistes (Brouwer, Heyting.....).

Independéncia. — F, G s’anomenen compatibles si existeix
almenys un model per a llur unié per &, F & G: en cas contrari,
no compatibles.

G és dependent de F, si G, o si no G, és una conseqiiéncia
de F: en cas contrari, sén independents.

En un A S es compleixen les condicions d'independéncia si
cada un dels axiomes és independent de la uni6é copulativa (&)
dels altres. Aquesta condicié admet les subtilitzacions segiients:

a) F, G s’anomenen «independents significacionalment» (In-
haltsfremd) si no tenen conseqiiéncies comunes amb la mateixa
significacié. I, per tant, que un A S posseeixi aquesta propie-
tat equival a demanar que cada un dels parells d’axiomes la
compleixi.

b) F, G s’anomenen totalment independents, si existeixen
models per a F&G, F&G, F&G, F&G. Per a una indepen-
déncia total dels axiomes d'un sistema determinat demanarem con-
dicions semblants.

De tot aixd deduim:

a) Perqué G sigui independent de F, és condicié necessaria
i suficient que F sigui compatible amb G i amb G; la indepen-
déncia demana més que la compatibilitat.
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b) Si F, G sén independents significacionalment, F, G sén
incompatibles, car si fossin compatibles existiria un model per a
F & G, la significacié6 del qual seria, sota algun caire, comuna
aF, G, i la significacié de la negacié corresponent seria comuna
a F, G

¢) Les condicions d’independéncia total i d’independéncia
significacional sén incompatibles, car entre les condicions d’in-
dependéncia total es troba l’existéncia d’un model per a F &G.

Isomorfia dels models. — S’anomenen propietats estructurals
o estructura d’una relacié R, les propietats que pertanyen ensems
a totes les relacions isomorfes amb R, si pertanyen a R. I una
classe a correspon a una propietat isomorta estructural si qual-
sevol relaci6 R isomorfa amb una relacié de « pertany també a a.
Podem, doncs, definir 'estructura (Estr) dient:

Def. 55.01 Estr = @ (smor” «C «). I, per tant,
55.10 |- « ¢ Estr = (P, Q) {(P ¢ a & P smor Q) — (Q ea)}.

Si una relacié és estructural, és a dir, si posseeix propietats
estructurals, és independent, quant a elles, dels noms o propietats
individuals dels elements que hi entrin. Sén propietats estruc-
turals de les relacions estudiades, les de Tr, In, Rf, Ref, Irr, Sym,
As, 1—>Cls, 1 -1, Cls -1, prog, ser, connex, Bord, Ded, densa,
closa, Dedek. Existeixen, i n’hem presentat molts exemples, re-
lacions amb moltes d’aquestes propietats ensems: la relacié (+ 1,)
és, v. gr., intransitiva, asimétrica, biunfvoca, progressié, ben or-
denada, connexa. Caldria bastir, doncs, dins la logistica un mitja
formal de caracteritzar l'estructura total d’una relaci6 donada
(quedant amb aixd determinada pel mateix fet la de totes les re-
lacions isomorfes amb ella). L’enumeracié d’aquestes caracteris-
tiques estructurals no ha estat encara completament feta.

Amb aquests preliminars podem definir la isomorfia dels models
corresponents a un mateix sistema d’axiomes.

Un sistema d’axiomes F s’anomena formal si, essent satisfet
per un model determinat Q,, és igualment satisfet per tots els
models isomorfs amb Q: en cas contrari, s’anomena material.
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Els sistemes d'axiomes matematics s6n formals. Un A4S pot
posseir moltes estructures, si existeixen per a ell diversos models,
els quals, si no sén isomorfs, només seran models parcials.

Definibilitat. — Aquesta condicié d'un sistema d’axiomes pot
ésser definida amb tres conceptes: ) monomorf; ) no bifurcable,
i ¢) univocament decidible.

S'anomena nombre estructural d’'un 4 S el nombre de les
estructures (o models diferents) que li pertanyen. F es dira mo-
nomorf si el nombre estructural és 1: en cas contrari, polimorf.
Per exemple: 1’4 S de la geometria euclidiana, proposat per Hilbert,
és monomorf. L’'A S dels nombres naturals sota la forma de Peano
és polimorf. Si li donem, perd, la forma de Ruscell, esdevé mo-
nomorf.

L’A S, F, s'anomenara bifurcable (gabelbar) en la proposicié
o expressi6é g, si F és compatible amb g i amb g, i g és formal.
I és dira, en general, F bifurcable o no segons que entre els axiomes
inicials existeixi o no una bifurcacié.

El sistema d’axiomes, v. gr., de la geometria general és bi-
furcable en l'axioma de les paralleles, car el conjunt de tots els
axiomes (amb petites modificacions) és compatible amb ’afirmaci6
o negaci6 del dit postulat.

D’aixd deduim: a) teorema de la bifurcacid, un sistema d’axiomes
polimorf és bifurcable: si, perd, és monomorf, no sera bifurcable,
Car si F és polimorf en g, posseeix dos models almenys no isomorfs,
Q,, Q, independents. Q, serd model de F& g i Q, de F &,
I, inversament, si F és bifurcable en g, serd polimorf, car ales-
hores F & g és satisfet pel model Q,, i F &% pel Q,, i Q;, Q, no
poden pas ésser isomorfs, car aleshores, g essent formal, satisfarien
solament g o g no pas Q, & gi Q, &g Per tant, F posseeix
aleshores dos models no isomorfs: és, doncs, polimorf.

El sistema d’axiomes dels nombres naturals, segons la for-
mulacié de Russell, és monomorf: no serd, doncs, bifurcable, i
no podem pas esperar, v. gr., una bifurcacié de l'aritmética en
els (encara no demostrats) teoremes de Fermat i Goldbach, sem-
blant a la bifurcacié de la geometria general en l'axioma de les
paralleles.
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F s’anomena unfvocament decidible (entscheidungsdefinit) si F
posseeix un model i per a qualsevol teorema o afirmacié g, for-
mada amb les variables de F, podem determinar si 2 o g és con-
seqiiéncia de F.

Per tant, si un 4 S és univocament dicidible, no és bifur-
cable: quan el problema del valor universal haurd estat resolt en

la logistica, aleshores qualsevol 4 S serd ensems unfvocament
decidible.

Suficiéncia. — EIl concepte de suficiéncia d'un 4 S admet
dos sentits. Primer: si d’ell poden ésser deduides totes les férmules
valides en un domini especial que hem determinat préviament
amb mitjans no formals (amb la significacié, en relacié amb una
ciéncia especial no formal, v. gr., la psicologia). Segon: en un
sentit propiament logic, un 4 S és suficient o complet si, afegint-hi,
mitjangant qualsevol de les operacions logiques, una nova férmula
no deduible d’ells, resulta sempre una contradiccié.

Considerem un exemple de sistema d’axiomes: el de Peano
sobre els nombres naturals.

Forma primitiva. — Tres conceptes primitius: nombre (N),
zero (0) i la relacié segiient (S). Els axiomes sén:

Ax. I. - 0¢N. El zero és un nombre.

Ax. II. |- (#)[xeN —>S"xeN]. Per a qualsevol #, si x és
un nombre, el segilent de x també ho serd: o bé S"¥CN. Pro-
pietat d’heréncia.

Ax. IIL. (5, 9) {(x,9) eN & (S'x=S"y) > (x = N}
Si #, ¥ sén nombres i llurs segiients sén iguals, també ho seran ells,
o bé S ¢ (Cls - 1).

A. IV. @) {xcN—>(S"x+0} O bé 0ED'S; és a
dir, el zero no segueix cap nombre.

Ax. V. | (a) {Nec:& () [x cea— S x ea]}—?»(NC ).
O en una altra forma,

(=) {0 ea&S"aCa—>NC u:}. Axioma de la inducci6 com-
pleta.
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Forma amb un sol concepte primitiu. — El de la relacid, pre-
decessor de (P):

Ax. Ia. —Pe(l—1). La relaci6 P és biunivoca, la qual
cosa equival a Ax. IIL

Ax. IIa. | E! B’ P. Existeix un sol membre inicial: el
zero; i ara definirem:

Def. 1| N = C’P. Nombres naturals sén tots els elements
del camp de la relacié P.

—

Ax. IIla. E! B'P— (N = P, B’ P). Qualsevol nombre
natural pot ésser assolit amb una poténcia de P, tot sortint del
B’ P del zero; la qual cosa equival a I'Ax. V.

Ax. IVa. — @ PCD’P. No existeix terme final.

Forma més senzilla. — La mateixa relacié P interpretada
com a progressio:

Ax. Ib. Pe(l—1). (Ax. Ia)

-

Ax. IIb. - D'P=P,B'P. (Ax, Ila, Illa, IVa)

En l'obra de Carnap (Abriss) es trobaran formulats molts sis-
temes d’axiomes matematics i fisics.

§ 56

Tractament formalistic de la logistica

El tractament formalistic de qualsevol ciéncia demana tres
estadis preliminars:

1) Axiomatitzacid extralogica, i deduccié completa del complex
o conjunt de proposicions. Prenguem totes les proposicions d'una
ciéncia, i fem-ne dos grups: 4, T, no buits; aixo és, que cada un
contingni manta proposicié.

A deu arreplegar un conjunt de prop. que siguin: &) no
contradictories o compatibles entre elles (Widerspruchlosigkeit).

141



INTRODUCCIO A LA LOGISTICA

b) independents mituament. ¢) suficients per a treure d’elles
l'aplec de prop. o teoremes continguts en 7T° (condicié d’integri-
tat). Fem un descompartiment semblant amb els conceptes i
relacions propies de la ciéncia a formalitzar, formant un grup
amb els conceptes i relacions primitives que serveixen per a defi-
nir les altres. Amb aixd termina el primer estadi de formalitza
ci6. N’és un exemple la formalitzaci6 de la geometria proposada
per Hilbert.

2) Simbolitzacié abstracta. — Els axiomes i, per tant, els
teoremes, els conceptes i relacions primitives i, per consegiient,
les derivades, posseeixen, encara, després de I’axiomatitzacié, una
significacié extraldgica; v. gr., de caire intuitiu, sensible o psico=
logic..... En aquest segon estadi hem d'introduir, per als conceptes
i relacions originals de les ciéncies a formalitzar, simbols abstractes,
i, amb ells, formular abstractament, sense contingut significatiu,
els axiomes o teoremes. Obtindrem com a resultat una Xarxa
de sfmbols dins la qual cada prop. serd com un nus caracteritzat,
nc pas pel seu significat, sin solament per les relacions de posicié
deductiva respecte d’altres proposicions. Un teorema simbolitzat
d’aquesta manera es distingeix dels altres per les seves coordenades
relacionals, és a dir, pel nombre de conseqiiéncies que d’ell es de-
riven, pel nombre i I'ordre de prop. entre ell i qualsevol altra prop.
del sistema. I, sobretot, per la seva distancia deductiva dels
axiomes. Una imatge apropiada d’aquesta manera de distingir
relacionalment, sense emprar la significaci6, seria una carta ferro-
vidria en la qual només apareguessin els trets de la xarxa, con-
servant dnicament el nombre de linies, llurs bifurcacions....., pero
no pas llur llargaria propia: amb més tecnicisme, conservar les
relacions topoldgiques i no les metriques. En aquesta xarxa un
nus ferroviari quedaria detinit, no pas pel seu nom i condicions
fisiques, geografiques, sin6 pel nombre de vies que en surten, amb
tantes bifurcacions, etc. Aquesta simbolitzacié abstracta, prescin-
dint del contingut significatiu dels elements emprats, fa perdre
als conceptes i relacions llur independéncia conceptual, significa-
tiva; car un concepte prescindint de la seva significacié no posseeix
cap propietat conceptual absoluta. Els conceptes resten aleshores
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amb una sola definicié implicita, sense explicita. Els axiomes,
formulats simbolicament, els contenen, sense permetre cap més
definicié que la implicita. «E] concepte z, la relacié N», sén qual-
sevol entitat que satisfaci els axiomes. Aixf, quan l'axiomatica
de Peano es troba al primer estadi, és factible de donar als con-
ceptes primitius «zero», «nombre» i a la relaci6é «segiient» una signi-
ficacié extraldgica, independentment dels axiomes, els quals tan-
mateix poden ésser formulats conceptualment. Si passem, perd,
al periode de simbolisme, els simbols de zero, nombre, segiient,
no diuen res: només ens resten els axiomes com a conjunts especials
d’aquests simbols, contenint uns conjunts, tots; d’altres, alguns
solament. Aleshores no podem dir res més del zero, per exemple,
siné que és un simbol que intervé en tal i tal axioma, amb tal
combinaci6 respecte als altres simbols.

3) Logicisme. — El darrer estadi preliminar a la formalit-
zaci6 perfecta d’una ciéncia consisteix en una traduccié en sim-
bolisme logistic dels seus axiomes i teoremes. Sén possibles dos
casos: 1) Tots els axiomes sén integrament traduibles amb logfstica
pura, i tots els teoremes son deduibles amb els procediments de-
ductius de la logica pura. Aleshores ens trobem amb una reducci6
o subordinacié completa d’aquesta ciéncia a la logica. Es, segons
els logistics, el cas de les matematiques. 2) Alguns o tots els
axiomes de la ciéncia considerada no sén traduibles amb els mitjans
de la logistica. Aleshores cal afegir-los com a axiomes especials
al costat dels logics, i, amb tots, procedir a la construccié efectiva
o deduccié logica dels teoremes. Aquest cas se’ns presentaria
probablement si volfem formalitzar la psicologia, la biologia, la
sociologia.....

Posem-nos ara la qiiestié basica: Hem formalitzat tota la
logica? La qual cosa es destria en tres qiiestions: ;Hem axioma-
titzat la logistica complint les tres condicions de compatibilitat,
independéncia i integritat dels axiomes? ;Hem aconseguit de for-
mular simbolicament, i mitjancant definicions implicites, sense
recérrer a la significaci6, les lleis i processos tots de la logistica?
Finalment, ;pertanyen a la logistica tots els mitjans de deduccié
i axiomes emprats?
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Pel que fa a l'axiomatitzacié de la logistica: La logica prop.
ha estat estudiada axiomaticament per Hilbert-Bernays. Segons
aquests autors, els quatre axiomes ja indicats, pvp—>p,p > pvyg,
pPvg—>qgvpi(p—>q) > (pvs—>gqvs), compleixen les condicions
de compatibilitat, d’independéncia i integritat. La compatibilitat
0 no contradiccié miitua significa que, aplicant als axiomes les
dues regles de deduccié i substitucié per tal de desenvolupar el
calcul, mai no trobarem com a conseqiiéncies dues férmules con-
tradictories mutuament. Hilbert-Bernays ho demostren amb un
procediment molt enginyés, traduint aritméticament les opera-
cions i prenent les prop. com a variables matematiques amb dos
valors, 0, 1. Aleshores es pot demostrar molt senzillament (encara
que el procés és una mica massa Jlarg perqué puguem exposar-lo
acf) que tots els axiomes i férmules deduibles donen sempre, com
a valor total, zero. La prova posseeix un valor general, malgrat
el caire especialitzat del métode; car, si el complex d’axiomes i
teoremes fos internament contradictori, en qualsevol interpretaci6
es palesaria immediatament la contradiccié, car una interpretaci6
de la logistica és simplement emplenar amb una significacié de-
terminada I'estructura esquematica dels processos logistics, i un
complex de significacions tractades amb un métode contradictori
menara necessariament a contradiccions entre els compostos logics
d’aquestes significacions, i contradiccions entre significacions esde-
venen més clares, més colpidores per a I'enteniment. La compati-
bilitat interna del calcul prop. significa matematicament: «Mitjangant
els processos deductius correctament emprats no arribarem a dues
féormules contradictories, una de valor total zero, i la mateixa,
tractada diferentment, de valor total, 1. Totes, interpretades
matematiciment, donen zero. Si ara hi afegim els dos axiomes
de la logica conjuntual (x) [F (x) = F (y)] i F (y) = (Ex) F (x), i
suposem que el nombre d’individus inclosos en les funcions prop.
emprades és finit, el mateix métode permet de demostrar que els
sis axiomes i llurs conseqiiencies formen un complex no contra-
dictori, que, interpretat matematicament, fent una representacié
conforme, de la logfstica sobre les matematiques (dirfem amb una
analogia matematica) mena sempre al valor total zero; perd si
suposem que, com demanen moltes teories matematiques, el nombre
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d’individus, d’elements, és infinit, no s’ha pogut demostrar la in-
compatibilitat interna del sistema total de la logistica, format pels
sis axiomes, i llurs conseqiiéncies.

Si afegim a aquest sistema purament logic d’axiomes els d’in-
finitat i elecci6 necessaris per tal de treure deductivament les ma-
tematiques senceres de la logistica, la giiesti6 de la compatibilitat
interna d’aquest sistema tan complex esta lluny d’ésser resolta.
Les antindmies del concepte d’infinit i de la teoria cantoriana ens
indiquen les dificultats immenses de semblant tasca.

Una reflexié filosofica se’ns imposa en aquest punt: el métode
de Hilbert ;demostra perfectament la compatibilitat interna de la
logistica reduint i tot les nostres investigacions a un nombre finit
d’individus?

Creiem que no.

Haurfem de demostrar per endavant que no sén possibles
més regles de construccié de teoremes que les dues de deduccié
i substitucié. Car podria esdevenir-se molt bé que els mateixos
axiomes tractats amb regles noves menessin a teoremes contra-
dictoris als deduits emprant solament les dues regles dites: com
partint d’una mateixa via en una estacié (sortint dels mateixos
axiomes), si aquesta es descomparteix després en dues paralleles
(les dues lleis de deduccié) els xocs sén impossibles; perd seria
possible una tercera via (una nova regla de deduccié) que d'un
punt endavant travessés manta vegada les dues vies anteriors.
Aleshores un xoc és possible, una contradiccié que abans no podia
esclatar, mancant les condicions degudes. Doncs bé: no ha estat
demostrat que les dues regles de deducci6 siguin les tiniques pos-
sibles. Al contrari, segons els treballs de Weiss, hi ha encara tretze
noves regles de deduccié; segons Kempe, una relacié asimétrica
transitiva correspon al tipus general de deduccié; car I’asimetria
imposa un ordre especial entre els tres elements que, com 2 mi-
nim, han d’intervenir en una R. T. i la transitivitat fa possible
la deduccid, o pas, a través d’un terme intermedi. Si a, b, ¢ sén
elements d’aquesta relacié As. Tr, val (@ Rb) & (b Rc) — (a R¢);
que és un tipus molt més general de deduccié que el format amb
la funcié implicacid: [(a — b) & (b—>c)] - (@ —¢); car — no és
una relaci6 ni simétrica ni asimétrica, encara que posseeixi la pro-
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pietat de transitivitat; puix que poden ésser veritables les impli-
cacions (@ —b), (b—>¢), 1 (b—>a) i (c—b), i, per tant, hi haura
casos en qué no sabrem si (@ —¢) o (¢ — a); aix0 és, la funcié de-
duccié, mitjancant la implicacié, no determina pas una direccid
smmutable d’ordre entre les prop., que permeti de fixar una d’elles
com a principi primer, una altra com a mitja, la tercera com a con-
clusié. En canvi, emprant com a regla de deduccié una R. As. Tr,
tenim que si val (@ R ), si val (b Rc¢), no val (b Ra) ni (¢ Rb).
D’aixd deduim que en el calcul proposicional i conjuntual no exis-
teixen regles perfectes de deduccié que ordenin d’una manera fixa,
sempre en direccié de principis a conseqiiéncies, les proposicions
o teoremes.

El procés de Hilbert és imperfecte. Considerem, en efecte
els sis axiomes indicats i les dues regles de construccié de conse-
qiiéncies. Integrem lodgicament, aixd és, universalitzem les funcions
prop. de dues o més variables, f (», ¥), F (x, ¥, 2)..... Transfor-
men-les en prop. V, o F; (x) %) f (%, %); (%) &) (2) F (», 9, 2),
considerant, naturalment, funcions prop. el nombre d’elements de
les quals sigui finit. V. gr.: « gira entorn de y». Aci suposem
%, v referides als cossos reals, x, ¥ comprenen un nombre finit.
Amb aix6 ens trobem al domini de les relacions. Ara bé: les re-
lacions uneixen sempre dos o més elements i els mateixos elements
poden ésser simultaniament sotmesos a relacions contradictories,
v.gr.,auna R. Sym. Tr.ia una R. As. Tr. a una As. In, v.gr. (2, 4),
ala R. As. Tr. de <, ia la As. In. de «¢meitat de» i a la Sym de
«x no és primer amb y. En fer, doncs, la integracié logica, res-
pecte a una relacid especial, (x) (y) f (x, ¥), hauriem de demostrar
que les altres relacions existents entre els x, y considerats, mai
no menaran a contradiccions dins el sistema total de relacions
que uneixen x, y amb tots els altres elements logics. Car notem
que la integracié ldogica o universalitzacié compreén, segons les
funcions, més o menys elements. V. gr.: dins un domini finit la
relaci6 < és més rica que no pas la de «doble quer. Per conse-
gilent, la universalitzacié respecte a una funcié no ho és respecte
a d’altres que afecten totes ensems un determinat nombre d’elements
comuns. Perd aixd no ha estat demostrat ni tractat, i sembla
que s’ho val.
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La segona condicié demanada a un sistema perfecte d’axio-
mes és la d’'independéncia entre ells; la qual cosa equival que
cap d’elles no pugui ésser deduit dels altres, emprant les regles
de deduccié. Hilbert-Bernays han demostrat que els axiomes de
la logica prop. emplenen aquesta condicié: podem trobar inter-
pretacions matematiques diverses que menen a un valor igual
per a un conjunt d’axiomes, prenent la resta un valor diferent:
no pas el contradictori del primer, naturalment; car en aquest
cas, semblants axiomes serien incompatibles o mutuament con-
tradictoris.

La independéncia logica dels sis axiomes de la logica prop. i
conjuntual no ha estat estudiada fins ara, la qual cosa no és pas
cap defecte essencial, car la dependéncia no té cap més efecte logic
que catalogar, entre els teoremes, prop. que semblaven axiomes.

La tercera condicié d'infegritat és molt important. La in-
tegritat d'un sistema d’axiomes pot ésser definida de dues ma-
neres: a) que d’ells poden ésser deduides totes les férmules d'un
camp especial; &) la segona accepcié és més significativa: un sis-
tema d’axiomes és integre quan l'addicié d’una nova férmula no
deduible dels axiomes al conjunt d’axiomes i férmules inicials mena
a una contradiccié. Ambdues integritats posseeix el calcul pro-
posicional, segons Bernays-Hilbert. S’ha demostrat, perd, que el
sistema dels sis axiomes no posseeix la qualitat d’integritat.

Un dels métodes logistics més interessants és, sens dubte, el
de la forma normal conjuntiva que permet de conéixer, entre les
innombrables expressions logiques, les lleis logiques o expressions
sempre V per llur mateixa constitucié, per la disposicié de les
operacions logiques que relliguen les prop. siguin aquestes V o F.
La F. N. disjuntiva ens descobreix les expressions sempre falses
i ambdé6s metodes permeten, per consegiient, de conéixer les expres-
sions logiques que no sén ni sempre V ni sempre F, siné que en
casos especials posseeixen el valor de V. En aquest cas direm que
el problema logic, traduit en ’expressié corresponent, admet solucid.
S’ha estudiat si, en la logica total, composta de proposicional i
conjuntual (i, per tant, de la relacional inclusivament), podriem
trobar mitjans semblants per a decidir calculatoriament si té so-
lucié un problema logic en el qual intervinguin prop. ordinaries,
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universals, particulars, singulars, que menin a classes, relacions,
una vegada formulat amb simbolisme logic, aixd és, si existeix
un individu o conjunt d’individus que facin veritable l'expressié
total (§ 24).

I per tal com, amb la logica prop., conjuntual i relacional,
podem (afegint-hi els dos axiomes propiament matematics) deduir
les matematiques senceres, si possefem aquest criteri podriem
demostrar a priori per a cada problema si té solucié o no. Ma-
lauradament, la logistica total no ha trobat encara el métode
convenient. Situacié que s’agreuja tant més que Brouwer i els
neointuicionistes declaren que aquesta pretensié és irrealitzable
respecte a les matematiques. D’aixd parlarem immediatament.
No caldra ponderar els avantatges immensos de l'axiomatitzaciéd
d’una ciéncia fins on sigui possible: amb ella la ciéncia pren cons-
ciéncia del nombre dels seus axiomes, dels seus métodes deductius,
d’on es troben els problemes i quins altres queden automaticament
resolts amb els primers. L’axiomatitzacié de la geometria per
Hilbert i la de 'aritmética ha estat profitosissima per a ambdues
ciéncies.

Amb tot, reafirmant per lleialtat la necessitat i els fruits de
I'axiomatitzacié de qualsevol ciéncia, assenyalarem els problemes
no aclarits encara en el métode axiomatic. Hem vist que el sis-
tema dels sis axiomes de la logistica no posseeix la propietat d’in-
tegritat; aleshores, com es demostra en l’axiomatica general, el
sistema admet moltes interpretacions, molts models diferents, moltes
teories i objectes que compleixen els axiomes, com un edifici a
mig fer admet moltes terminacions diferents i independents; i,
amb una comparacié més exacta: un sistema d’axiomes sense la
condicié d’integritat és com un sistema d’equacions en el qual el
nombre de les variables o incognites és més gran que el de les
equacions. Les solucions, aleshores, sén moltissimes i, fins a un
cert punt, independents. Doncs bé: un sistema d’axiomes no in-
tegre és un complex de judicis més petit en nombre que els con-
ceptes a determinar per ells. Per tant, sén possibles diversos
sistemes d’objectes, diverses teories que compleixen els axiomes,
sense que puguem determinar quina teoria, quin sistema d’objectes
o model és l'adequat a l'edifici cientific total, ideal. Aleshores
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aquest sistema no integre és una funcié proposicional amb molts
arguments possibles, amb molts models; i una funcié proposicional
no és ni veritable ni falsa, com «x és home». Solament s’esdevé
F o V segons l'argument que donen a la variable. I si el sistema
inicial d’axiomes no és ni ¥ ni F en ell mateix, les conclusions,
els teoremes, tampoc no gaudiran d’aquesta propietat. L’dnic
mitjd de sortir de semblant dificultat és considerar sempre un
model especial; la qual cosa ens priva, aleshores, dels avantatges
del métode universalista propi de l'axiomatica. Ens trobem per
ara, en laxiomitica logica general, en un estat semblant al de
I’axiomatica de Peano sobre els nombres naturals. Els cinc axiomes
es compleixen amb models ben diferents, entre altres:

0,01, 9 8 &
100, 101, 102.....
0.9, 4 8, 8..
e
» -§'-, —4—, —g, Tg .....

Russell ha aconseguit fer el sistema d’axiomes dels nombres
naturals monomorf, aixd és, determinador d’un sol sistema d’ob-
jectes, d’'un sol model. Un sistema geométric monomorf és el
sistema dels axiomes propis de la geometria euclidiana proposat
per Hilbert.

De quin mitjd ens servirem, doncs, per a afegir el nombre
d’axiomes necessari i suficient per tal de transformar en propo-
sicions veritables les funcions proposicionals axiomatiques, de ma-
nera que el sistema d’equacions logiques, de judicis, determinin
un sol complex, un sol model possible d’objectes? Els camins
semblen ésser reduir el nombre d’equivaléncies inicials i admetre,
en conseqiiéncia, més conceptes primitius independents, o bé cercar
alguna operacié logica nova que ens permeti de resoldre univo-
cament les equacions ldogiques axiomatiques, com la troballa de
I'operacié «pas al limits ha permés de resoldre una infinitat de
problemes insolubles amb les matematiques elementals.

La logica prop. que hem desenrotllat només admetia una ope-
racié i concepte primitiu, el d’incompatibilitat, i amb ell definfem
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tots els altres, tan diferents quant a llurs significacions, 7 = (p | $),
Pva=0@12)1¢l9. p&g=(@®19)|@Bl9, G—>9=2¢I@l9-

En canvi, els neointuicionistes admeten quatre conceptes i
operacions independents (¢ — b), (¢ & b), (av b), @, i, naturalment,
aix0 augmenta el nombre d’axiomes del calcul prop. a onze inde-
pendents entre ells, amb la particularitat notable (de la qual par-
larem més endavant) que amb ells es pot demostrar el principi
d’identitat i ensems provar que el principi «tertium non datur»
o l'exclusié de mitja entre afirmaci6 i negacié és independent dels
axiomes i del principi d’identitat; de manera que podem negar
la prop. d’exclusié de mitjd sense incérrer en contradiccié, contra
el que defensava la logica aristotélica. Un camp immens i trans-
cendental de recerques ens resta encara per explotar: els problemes
a resoldre sén, sens dubte, cabdals, i llur solucié menar2 a un es-
tadi definitiu de la logistica. Amb aquestes indicacions hem respost
a les dues qiiestions preliminars sobre el simbolisme abstracte i
el logicisme. Si el nombre d’axiomes, d’equacions logiques, no és
suficient per a definir implicitament tots els elements logics, és
clar que haurem de recérrer a la significacié extraldgica en molts
casos. La logistica de Principia mathematica, que no ha estat
bastida amb el métode axiomatic rigid, com la de I’escola de
Gotinga, empra moltes vegades el sentit conceptual. Aquesta
tendéncia es nota en el nombre crescut de definicions explicites
emprades en el sistema classic de Principia mathematica. Encara
més: el mateix Hilbert introdueix explicitament dos axiomes jus-
tificables només amb el significat (inhaltliche Axiome); sén les
dues regles de deducci6 i substituci6. Es a dir, el pla d’una
definicié implicita (i, per tant, d’un simbolisme abstracte perfecte,
d’una fixacié purament relacional dels conceptes primitius) encara
no ha estat assolit per ningi. EIl programa primitiu de la logfs-
tica, «no emprar la significacié», esdevé irrealitzable. La logistica
no és un cos de doctrina completament tancat, no constitueix
objectes en el sentit propi de la paraula, si no que hem de dir,
amb Bruno Bauch, que és un estadi en evolucié mental vers la
constitucié de I'objecte tnic i final de Iactivitat categorial humana.
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§ 57
Logiques no-aristotéliques

En una nova direccié es pot eixamplar la logistica, que anome-
narem classica (la de Principia mathematica i la de l'escola de
Gotinga). En ella una prop. només pot posseir dos valors V, F.
:No sera possible, perd, bastir una logica més amplia en la qual
les prop. tinguin més valors i de la qual surti com un cas especial
la logica ordiniria amb dos valors? Moltes provatures han estat
fetes per tal d’assolir aquest grau de generalitat per Lukasiewicz,
Post, Tarski, Dubislaw..... Ara només parlarem breument de dues
que semblen més racionals i que permeten una interpretaci6 intel-
ligible dels valors intermedis entre V, F: la logica intuicionista
de Brouwer i Heyting i la ldgica de la probabilitat. Ambdues
enfoquen la qiiesti6 sota punts de mira aparentment divergents,
perd forca alligonadors.

I) La logica intuicionista: obra de Brouwer y Heyting. La
logica intuicionista és d’origen matematic. Deixant de banda
aquest aspecte, considerem l'abast logic de l’intuicionisme. L’in-
tuicionisme afirma que «la logica ordinaria i la seva prolongaci6é
sistematitzada, la logistica classica, no val per als objectes que
no existeixen siné produits per Penteniment, com ho sén totes
les entitats matematiques». Suposa, doncs, que els éssers mate-
matics, sobretot les diverses classes de nombres, no tenen cap
existéncia transcendent, a la faisé platonica, ni solament 1'exis-
téncia ideal propia de les unitats de significaci6 husserliana. S6n
productes de 'enteniment, i només existeixen si han estat produits
i en el mateix grau en qué ho han estat. Aixi, si la construccié
efectiva del nombre = ha estat interrompuda al lloc 7 després de 3',
no té cap sentit posar la disjunci6 «Al lloc # + 3 hi ha un nombre
parell o imparell’, que un logic ordinari consideraria valida; car
suposa que els nombres existeixen perfectament fets, independent-
ment de la construccié mental humana. Aleshores en aquesta
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hipdtesi té sentit afirmar que el nombre = en ell mateix, al lloc
% + 3 després de 3’ posseeix un nombre parell o no. Perd si els
éssers matematics sén d’origen constructiu mental i, per hipotesi,
la construccié no ha estat feta, el dilema del ftertium non datur no
és aplicable; com respecte a una casa feta podem posar el dilema
%0 és blanca o no», perd si res no sabem de la seva construccié, el
dilema esdevé sense sentit, car ens manca una condicié preliminar
per a poder aplicar la disjuncié, i és «que la casa sigui realy, «que
hagi estat bastida». Aixf, la condicié preliminar per a «aplicar
el tertium non datury als éssers matematics és que existeixin, i no
existeixen siné per construccié mental; per consegiient, si no sabem
res de la construcci6 efectiva, o sabem que no ha estat feta, el
tertium mon datur no és aplicable. I notem les conseqiiéncies 10-
giques d’aquesta afirmaci6: hi ha objectes per als quals el principi
d’exclusi6 de mitjd no s’aplica, perqué el predicat disjuntiu és
totalment inconnex amb el subjecte. El dilema «El nombre T és
un nombre malastruc o no» és un dilema inexistent, car ambdues
propietats, nombre i malastruc, sén totalment inconnexes: les dues
prop. contradictories «El 7 és malastrucs i «El 7 no és malastrucs
no tenen cap significacié.

El cas dels éssers matematics és molt diferent, car, tan aviat
com hauran estat construits, els serd aplicat perfectament el prin-
cipi d’'exclusié de mitjad. «El nombre = té al lloc tercer després
de 3’ un nombre parell o0 no» és una disjuncié perfecta, plena de
sentit. L’afirmacié intuicionista sosté que abans de la construccié
no té sentit l'aplicaci6. Aquesta anticipacié, predeterminacié que
la logica classica fa de l'aplicacié del principi d’exclusié de mitja
abans que l'objecte existeixi (amb existéncia mental, naturalment),
és rebutjada pels intuicionistes com un postulat sense sentit. Con-
segiientment, no admeten:

1) Que la férmula % del calcul prop. sigui sempre V' perqué
la ldgica proposicional classica ’afirma per a qualsevol prop. Si
les prop., perd, designen objectes existents (no caldra que hi afegim
més l'aclariment, existéncia mental, ideal almenys), la férmula
serd valida; perd si les prop. emprades pretenen copsar objectes
d’esséncia constructiva mental i determinar disjuntivament una
propietat llur, la férmula és invalida. Haver de triar entre prop.
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i prop. per a poder afirmar p 7 com a ¥, indica que 7 no és un prin-
cipi universal.

2) En la logica classica i calcul conjuntual valia la llei
(®) F (x) oo (Ex) F (%), aixd és, afirmar que la prop. (x) F (x) no
val per a tots els #, equival a afirmar que existesx un element que
no la compleix. De nou els intuicionistes rebutgen aquesta llei,
car una afirmacié purament existencial no té sentit en tractar-se
de prop. significadores d’objectes que no existeixen si no construits.
Aixi, la disjuncié « + b = b -+ a val per a tots a, b, o bé, wexisteix
un cas, un parell de valors «, 8 tals que a4 33 @ + @ no val,
segons els intuicionistes; car aquesta afirmacié, purament exis-
tencial, no ens déna cap criteri per a construir efectivament &, {;
i, com que els nombres no sén éssers subsistents en ells mateixos,
siné productes intelectuals, afirmar llur existéncia sense una cons-
truccié preliminar és una afirmacié sense sentit. Per tant, el
calcul conjuntual demana reforma, i, en efecte, un de nou ha estat
bastit per Heyting.

3) No es deturen amb aixd les conseqiiéncies filosdfiques de
Vintuicionisme: les ldogiques transcendentals que admeten la funcié
objectal de lenteniment han d’acceptar la critica de Brouwer i
negar la validitat universal del principi fertium mon datur. En
efecte: si els objectes sén produits per I'enteniment, cal tractar-los
com les entitats matematiques. L’aplicaci6, doncs, del tertsum non
datur suposa com a condicié preliminar llur construccié efectiva.
Consegiientment, cap logica transcendental, segons els intuicic-
nistes, no mena directament a la logistica bivalent classica. Per
aixd consideren Kant com un precursor de l'intuicionisme ma-
tematic.

La logica intuicionista, admetent un nombre major d’idees
primitives, pot ésser una continuacié més natural de les funcions
categorials de I'enteniment que no pas la logfstica classica amb
un sol concepte primitiu i irreductible. -

II) Notem ara una idea que ens atansara al sistema logic fona-
mentat en el calcul de les probabilitats. Hem indicat que, un
cop feta la construccié d’una entitat matematica, els dilemes sobre
les seves propietats tenen un sentit perfecte. Si el ndmero = ha
estat calculat fins al lloc 220 després de 3', dificilment podriem
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dir ara quina xifra hi ha al lloc 223. El dilema «Tal nombre
és parell o no» no té sentit ple: és una disjuncié que no podem
usar validament com a mitjda de demostracié. Doncs suposem
que estem fent la construccié efectiva del nombre corresponent al
lloc 1111 després de 3'.... Ens hi atansem continuament; per
consegiient, el dilema que no tenia sentit quan la construcci6é
restava transitoriament finida, ara que l’'anem avangant, no en
té encara, perd es va fent el semtit d’aquesta disjuncié, i no
podem tractar aquest estadi de comstruccid en esdevinenga de la
mateixa manera que una construccié aturada; per tant, la dis-
juncié ¥V, F és massa simplista: no ens reflecteix les condi-
cions d’un sentit, d'una significacié que es fa. Cal substituir-la,
per a aquests casos, amb un procés logic que ens permeti
d’avaluar els matisos entre V, F estudiant veritats o falsedats
en estat d’esdevinenca, com era estudiada en la metaffsica antiga
I'esdevinenca dels éssers reals, el moviment successiu com un terme
mitja entre 1'ésser i el no-res. La metafisica aristotélico-tomista
admet termes intermedis entre el no-res i I'ésser complet o existent,
aixd és, a saber, les poténcies reals, matéria primera i esséncia.
La metafisica tomista, sobretot, podem dir que és trivalent (no-res,
poténcia, existéncia); en canvi, la seva logica és bivalent (veritat,
falsedat). Provem, doncs, d’eixamplar la logica classica i Ja
logistica en aquesta direccié: «Entre veritat perfecta i falsedat
hi ha estadis d’evolucié, de tendéncia envers aquests extrems.»

Considerem un exemple matematic i un altre correlatiu de
logica que ens estalviaran consideracions massa generals i com-
plicades del calcul probabilistic.

La funcié y = (x — 1) (b —x) per a

5 0

4 3
x=1:3 dbéna y= >4, aixd és, graficament:

2 3

1 0
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Seria un simplisme matematic si tractdvem aquesta funci6
amb el dilema, d’altra banda ldgicament legitim, «Per a qualsevol
valor de %, ¥ és zero o no». Car amb aixd tots els valors de y
sén tractats igualment sense valorar maxim ni minim. Si quan
y =0, escrivim F, quan y + 0, escrivim V, tindrem com a es-

quema total:
F
j v
=4 ¥

un esquema molt simplificat: matematicament una pura inutilitat;
encara que el dilema logic i el corresponent esquema amb V, F
siguin certament un model de correccié. Si amb aquest meétode
tractivem les matematiques senceres, només obtindrfem les ma-
tematiques possibles amb els dos valors 0, 1: restringidissimes i
gairebé primitives. Doncs, notem-ho bé, el mateix simplisme (le-
gitim, repetim) comet la logica classica tractant totes les propo-
sicions amb el dilema ¥V, F. En efecte, considerem la série de
proposicions:
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Esquema
classic total

l’a) Lapanyol s éablant. © « o v ¢ o 5 n K
b) Tots els espanyols sén blancs. S |4
Ic) Tots els espanyols i europeus sén blancs. vV
d@) Tots els europeus i alarbs..... sén blancs . | 4
T R T R R R e |4
3)] Tots els europeus i africans s6n blancs . . . F
v)| Tots els ..... i asiatics sén blancs. F
) PN R SR S e e !5
a)) Tots els homes sén blanes. . . ., . . . I

La ldgica classica tracta totes aquestes prop. amb el dilema
veritable i simplista «cada prop. és o veritable o falsa», i, per tant,
I'esquema total serd: V'V V V... V.... FF F F. L’analogia amb
el tractament simplista de la funcié matematica considerada és
remarcable i alligonadora.

Estem en el nostre dret tractant amb la disjuncié V, F, aquest
complex de prop. No cometem cap error ldgic, perd de vegades
el pitjor error és el simplisme, car amb la seva claredat aparent
ens desorienta i destorba de veure els caires més pregons i fruc-
tifers de la qiiesti6. I aquests procediments sumaris i simplistes
s'arrelen tan aferrissadament a la intelligéncia, que esdevenen les
rémores més terribles del progrés.

Tornem a la nostra tasca i posem-nos la qiiesti6 de si és pos-
sible valorar graus dins la veritat i la falsedat: trobar maxim i
minim semblants als matematics. Aixd s’aconsegueix introduint
a la logica el concepte de fregiiéncia, emprat en el calcul de pro-
babilitats, que, amb tot, simplificarem aci per no allargar massa
aquesta obra. Entre les prop. 4, 3 hi ha una prop. p a la qual
podem donar la forma p = «Tofs els europeus, fofs els alarbs.....
sén fots els blancs.» Si designem amb una fraccié, en el denomi-
nador el nombre total de blancs #, i en el numerador el nombre
total d’individus que conté la classe o classes determinades pel

subjecte de la prop., la prop. p tindra el valor 1 :% =1 =h

Anomenem y prop. de veritat maxima. Comparades amb ella,
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les prop. a, b, ¢, d..... sén certament veritables, perd amb una

veritat menor; ¢o que declaren les fraccions corres ponents

ﬁ-, -ﬁi, -"ﬁ, ;m-;I—V, ﬁy—, on m! designa el nombre total d’in-
m’ m’' m’' m’ m

dividus blancs determinats pel subjecte de la seva prop. a, etc.;

ivalml < mll < mil <m/... Iunordresemblantde F podriem

posar entre @, B, Y, 8.....

La falsedat maxima (maxima negativa, si val l'expressit)
correspon a a; la falsedat relativa minva de a..... a 3. Un calcul
logic que permeti d’avaluar aquests matisos de V, F menara a
una logica molt més amplia que Pordinaria, de la mateixa manera
que la matematica actual, permetent a les variables independents
un camp extens de variabilitat, és més Amplia que no pas unes
matematiques amb els valors 0, 1 per a les variables. Tals ma-
tematiques, bastides amb la disjunci6 «Tot wvalor és zero o now,
corresponen punt per punt a la logica, que davant qualsevol prop.
només posa la qilesti6 «s V, o Fo. Ambdues ciéncies aix{ bas-
tides serien d’un magnific simplisme. Les matematiques ja fa
temps que s’han alliberat d’ell; la logica classica, per contra, sembla
haver fet un vot poc recomanable de pobresa intelectual. Se’ns
obre, doncs, un nou camp de recerques interessants i transcendents.

§ 58

Les antindmies logiques i Hur solucid

Ramsey ha mostrat que es podien destriar en dos grups inde-
pendents: 1) antindmies logiques, 2) antindomies epistemologiques.
Les primeres aparegueren en la teoria cantoriana dels conjunts,
sobretot dels nombres transfinits. Estudiem una mica la més
senzilla i ensems la més alliconadora, la de Russell-Zermelo. El
judici disjuntiu «Un conjunt M, o bé s’inclou ell mateix com a
element o no» és, quant al seu valor 1dgic, independent de qual-
sevol de les dues hipdtesis: la disjunci6 és perfectament valida.

157



INTRODUCCIO A LA LOGISTICA

Un exemple de conjunt M que s’inclou ell mateix com a element
és el «onjunt de tots els conjunts abstractes», car aquest mateix
conjunt total és un concepte abstracte; en canvi, «el conjunt de
llibres d'una biblioteca» no és pas un conjunt que s'inclogui ell
mateix com a element d’igual ordre que els llibres. Anomenem,
doncs, 4, un conjunt que no s’inclogui ell mateix com a element,
1 formen el conjunt M, els elements del qual siguin tots els conjunts
del tipus 4. Preguntem-nos: M s’inclou ell mateix com a element?
Si responem que 70, és a dir, «M no s’inclou ell mateix com a
element», pel mateix fet entra en la categoria 4; i, per tant, «M
s’'inclou ell mateix com a elementy, aixd és, de la negacid es segueix
Vafirmacié de la megacid. Si responem, perd, que s, és a dir,
«M s’inclou ell mateix com a element»s, se’'n dedueix que M no
s’inclou ell mateix com a element, car M no inclou, segons la seva
definicié, siné conjunts del tipus 4. Per tant, de I'afirmacié es
segueix la negacié de l'afirmacié. Tenim, doncs, que el concepte
de M és contradictori, car sabem per la logica proposicional que
de (7 —>p) i (p —P) es dedueix p e 3: I'afirmacié equivalent amb
la negacié. Notem ara els conceptes i mitjans logics amb els quals
hem format el concepte de M, i veurem que sén els més senzills
i elementals de la ldgica i teoria dels conjunts. I, jcom és pos-
sible una tal contradiccié en els elements basics d’ambdues ciéncies?
Una contradiccié semblant es troba en el concepte d’impredicable.
Una propietat s’anomena impredicable quan no pot ésser aplicada
amb sentit a ella mateixa. V. gr.: al concepte de comeret no li
escau I'adjectiu «concret», car com a concepte entra en la categoria
dels abstractes. Doncs bé: el concepte d’impredicable, pres en
tota la seva amplaria, és contradictori, car si suposem que és im-
predicable val la prop. «Impredicable és impredicable», i, per tant,
simpredicable és predicable» (o sigui d’ell mateix). Si admetem,
perd, que «impredicable és predicable» se’n dedueix que «mpre-
dicable no és impredicables. El concepte d’impredicable admet,
doncs, dues propietats contradictories: és, per consegiient, un pre-
dicat contradictori. I, amb tot, és un concepte primari de la
logica.

Totes aquestes antindmies i altres de semblants resten elimina-
des amb la teoria basica dels tipus logics de la qual varem parlar en
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la ldgica conjuntual, car, segons la regla corresponent, una funcié
prop. no admet altres valors que els de tipus immediatament in-
ferior. Ella mateixa no pot pas servir d’argument; en les anti-
ndomies adduides, perd, empravem com a argument la mateixa
funci6. En la funcié proposicional «x és impredicable», en lloc
de x posavem la mateixa funcié «mpredicable» contra la regla;
d’on, la contradiccié, millor dit, la manca total de sentit. Un
valor escaient per a x seria, v. gr., «oncrets. Si I (x) simbolitza
la funcié dita, al simbol I (I), (¥ = I), no correspon cap sentit
logic. Semblantment, si M (x) significa « és el conjunt que no
s’inclou ell mateix com a elements, M (M) no té cap significacio
logica.

Les antindmies semantiques o epistemologiques formen un
grup logicament destriat del precedent. Un exemple d’aquesta
mena de contradiccions és el concepte «heterologics: un nom s’ano-
mena autoldgic quan posseeix ell mateix la propietat significada,
v. gr., «trisfllaby, que és trisillab; heterologic, quan no té la pro-
pietat significada, v. gr., «monosillab», que és tetrasillab. Si ara
preguntem a quina categoria pertany el nom heterologic, ens tro-
barem en contradiccions semblants a les indicades. Un altre
exemple és I'antindmia ja coneguda en matematiques en la des-
cripci6 dels nombres. Qualsevol nombre natural pot €sser expressat
en catala, sigui pel seu nom cardinal corresponent, sigui pel nombre
ordinal propi, o bé per qualsevol altra descripci6, v. gr., ¢l nombre
primer i parell» (aixd és, el dos); o el nombre maxim que pot ésser
escrit amb tres xifres (9%°), etc. Limitem-nos a descripcions que
no continguin més de cent lletres. Immediatament es veu que
el nombre de nombres que podem descriure d’aquesta manera és
finit; per consegiient, existeixen nombres naturals no descriptibles
amb cent lletres com a maxim, i entre ells n’hi ha un de minim; perd
«l nombre minim natural no descriptible amb cent lletres com a
maxim» resta definit amb menys de cent lletres. Comptem les
emprades: no arriben a cent, i amb elles el nombre queda univo-
cament descrit.

Ens trobem que el concepte «descripcién, tan fonamental en ma-
tematiques i en logfstica, esdevé facilment contradictori. Aquesta
mena d’antindmies, com demostrd Ramsey, no poden ésser for-
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mulades quan en lloc dels mitjans de descripci6 gramatical ordi-
naria emprem el simbolisme més primfilat de la logistica. Per
consegilent, no ens hi hem d’encaparrar. Provenen de la imper-
fecci6 del llenguatge ordinari, i, per tant, la teoria dels subtipus
ldgics, creat per Russell per tal d’evitar aquestes antindmies, es-
devé sobrera i initil: les dificultats d’acoblament entre logica i
matematiques s’esvaeixen completament en aquest punt.

Russell, perd, havia establert un principi, ja defensat per
Poincaré, necessari al seu parer per tal d’evitar les antindmies,
da prohibici6 de formacions no-predicatives de conceptesr. Una
definicié o formacié de conceptes s’anomena no-predicativa quan
defineix un concepte per relacié a un conjunt, del qual és un
element. Aquesta definicié equival, evidentment, a un cercle viciés:
és definir un concepte per ell mateix a través d’un conjunt en el
qual es troba implicit. Aquesta definici6 no té cap sentit logic
acceptable. I, amb tot, la logica i les matematiques semblen ser-
vir-se freqilentment d’aquesta mena de definicions. Parlem de
«’home més ric d’'una ciutats, de «’home més alt d’una reuniéy,
del mombre més gran dins un conjunt finits, etc., sense que sa-
piguem la riquesa absoluta, I'algaria, el valor absolut dels objectes
alludits, i, amb tot, estem convencuts que aquestes descripcions
son legitimes i univoques, malgrat que en elles definim un objecte
per relacié amb un conjunt dins el qual estd inclos.

Ramsey defensa la tesi que aquestes definicions sén inofen-
sives, amb les condicions segiients: a) que 'objecte no sigui creat
per aquesta descripcié siné que existeixi independentment d’ella;
b) que posseeixi, ultra les propietats derivades solament de les
seves relacions amb el conjunt, altres propietats absolutes i propies.
Aleshores la definicié no-predicativa és solament un mitjd per a
suplir la nostra deficiéncia en el coneixement de les propietats
absolutes de l'objecte definit.
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§ 59
Col-locaci6 de la logistica dins el sistema ldgic total

I. LEs TRES FUNCIONS DEL JUDICI: SINTRTICA, CATEGORIAL
I OBJECTAL. — Colloquem-nos de bell antuvi en l'acte intellectual
per excelléncia, el judici, i considerem-lo sota els tres caires més
importants per a la constitucié de les ciéncies: a) el judici com a
formador dels conceptes; b) el judici en tant que revelador de
l'estructura interna de I’enteniment, aixd és, com a acte manifes-
tatiu de les categories en sentit kantid; ¢) el judici en tant que
formador, creador dels objectes i llurs ordres.

Ens orientem, doncs, de bon comenc vers les ciéncies i les con-
dicions de llur possibilitat, car en elles es palesa, com enlloc, 1’es-
tructura pregona de l’enteniment i 'abast dels seus recursos interns.
Més tard eixamplarem aquest punt inicial de partenga considerant
les creacions culturals de l’enteniment huma, sempre perd des
d'un punt de mira elemental i introductori.

a) El judici és el formador, el maurador dels conceptes
cientifics. Els conceptes vulgars, per exemple, de dependéncia,
volum, curvatura, forga, velocitat..... no serveixen per a les ciéncies
matematiques i fisiques. Llurs conceptes correlatius cientifics de
funcio, integral triple, curvatura definida pel tensor de Riemann
Christoffel, forca definida com a funcié de les coordenades, velo-
citat definida com a derivada primera de I'espai segons el temps.....
condensen totes elles un enfilall de judicis que han refinat els con-
ceptes vulgars fins a adaptar-los a les necessitats de la ciéncia.
En aquest estadi definitiu hem d’estudiar l'esséncia i virtualitat
plena del judici, com esperem que una planta es desenvolupi com-
pletament per a determinar les seves caracteristiques: sense, perd,
deixar de banda l'estudi de ’evolucié mateixa i el desenrotllament
dels conceptes, I’evolucié ontogénica i filogénica dels conceptes
cientifics, tan alliconadora com ho sén per a la historia natural les
consideracions corresponents. Anomenem aquesta primera funcié
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del judici funcié sintética, car amb ella aplega en una unitat sig-
nificativa total (el subjecte) un conjunt de notes (predicats) amb
un ordre intrinsec entre ells.

b) El judici revela l'estructura interna de l'enteniment.
Aquest aspecte fou portat a plena llum per Kant. La logica
transcendental estudia les categories, les formes a priori, segons
les quals l'enteniment elabora i déna significacié intelligible per
a nosaltres a la realitat transcendent, al «Ding an sich». El que
anomenem «sentit», «contingut significatius, «claredat interna d’un
judici», d'una explicacié feta, v. gr., sota els aspectes de «causa-
litats, esuccessiw, «dentitats, «substancialitats..... és, dirfem amb
una comparaci6 fisica, com una explosié llumincsa amb color propi,
produida quan entre la «cosa en si» (el transcendent) i l'enteni-
ment s’ha establert a distdncia convenient una diferéncia de po-
tencial: «el sentit» és com la llum mental: la color propia correspon
al «sentit especialy més o menys satisfactori i clar que té per a
nosaltres, v. gr., una explicacié feta amb la categoria ¢causa-efecte»
sobre una altra que empri, per exemple, les categories de neces-
sitat i contingéncia». «El sentit intern», «la significacié d’un judici»,
«d’un concepte», tal com es presenten a la consciéncia sén, evident-
ment, quelcom d’original i propi nostre: ningt no eis objectivara,
aixd és, no admetrd que pugui existir una realitat que sigui només
una encarnacié exacta i exclusiva del «entit de l'explicaci6, de la
nostra comprensié d'un fenomen mitjangant la categoria causa-
efecter. [El nostre Ortega i Gasset empra una altra comparacié
molt escaient, dins el seu sistema, tant suggeridor, del «perspecti-
visme»: ¢o que li permet de superar el kantisme, tot aprofitant les
descobertes dels kantians, (1).

Funcionant, doncs, el nostre enteniment amb un cert nombre
de categories, cadascuna amb un ¢sentit propi explicatiu», amb
eun contingut aclaridor originaly, sempre existird una diferéncia
de potencial, d’estructura, entre l’enteniment i la cosa transcen-
dent: la distancia convenient per a l’explosié lluminosa, la deter-
mina la collaboraci6 de la sensibilitat amb ’enteniment, mitjancant
els esquemes. No ens hi deturarem.

¢) El judici, en tercer lloc, és el formador o creador dels
objectes. La distincié entre «cosa en si» (Ding an sich) i «objecte»
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{Gegenstand) és fonamental per a la comprensié de la filosofia
alemanya. L'objecte comparat amb la cosa en si es pot aparionar
amb les figures d’animals que la nostra imaginacié delinea i fins
veu, amb la colaboracié de la vista, en els nivols gegants d’una
tarda de primavera.

I a la manera com podem dir que, en aquest cas, la imagi-
nacié crea els objectes perd que no té sentit raonable posar qiiestions
sobre llur realitat en si, sobre l’existéncia objectiva d’aquests com-
plexos de linies i interpretacié que donen a les dades sensorials,
aixf, segons les filosofies de descendéncia kantiana, creem, mit-
jancant les categories mentals, objectes, complexos de notes signifi-
catives reduits a unitat interna significativa pel judici, sota el
guiatge del principi normatiu d’identitat, perd no posseeix cap
sentit raonable preguntar si aquests objectes — que, per la unitat
i cohesié interna entre llurs notes, se’'ns presenten corn mante-
nint-se drets en ells mateixos enfront de nosaltres (Gegen, stand) —
gaudeixen d’una realitat en si.

La creaci6 d’objectes és una funci6 intellectual molt superior
a la formacié de comceptes. L’objecte produeix en la consciéncia
la impressié d'independéncia, d’autonomia envers el subjecte; im-
pressié que solament és produida quan el complex de notes, el
sentit total, gaudeix d’una unitat interna i ensems d'una marcada
distincié respecte a la resta de conceptes. Un concepte amb unitat
interna propia i separacié6 significativa total esdevé objecte. 1 so-
lament aleshores causa en nosaltres la impressié originalissima de
la dualitat fonamental subjecte-objecte, punt de partenca del pro-
blema critic. Amb una mica de reflexié podem resseguir perfec-
tament aquesta evolucié d’un concepte transformant-se en objecte
i notar les impressions intelectuals propies. Poques sén les ciéncies,
com hem vist en parlar del métode axiomatic, que han aconse-
guit de transformar llurs conceptes en objectes, aixd és, arribar
a la fase final de levolucié intellectual i significativa. Ano-
menem objectal aquesta darrera funcié del judici, 1 la segona,
categorial.

II. LA roGisTICA I LES LOGIQUES CORRELATIVES DE CAIRE
RANTIA. — 1) La logistica i la logica de Uidealisme transcendental.
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— Amb aquests preliminars podem ja determinar la posicié i
orientacié propia de la logistica.

Es clar que un sistema total de logica ha d’incloure l'estudi
de les tres funcions del judici: sintética, categorial i objectal, car
totes tres tracten de les condicions basiques, inicials, de qualsevol
ciéncia, tot prescindint de determinades significacions propies de
les ciéncies particulars.

Anomenem logica correlativa la que estudii els tres aspectes,
car el judici amb el seu funcionament relaciona el subjecte, el
jo (amb la seva estructura interna categorial), amb I’objecte,
mitjancant els conceptes: el judici desenvolupa les categories intel-
lectuals en branques i fulles de conceptes i, finalment, les fa esba-
deilar en les flors terminals, belles i perfectes, dels objectes.

Les logiques bastides conscientment en aquesta triple direccié
sén: a) la kantiana, tractant la logica transcendental en les tres
direccions; la formacié de conceptes en 1’¢Analitica transcendentals,
mitjangant les categories revelades en ’examen de l'estructura del
judici; la creacié dels objectes metafisics és estudiada en la «Dia-
léctica transcendentaly. Tot amb tot, la logica kantiana té molts
defectes dels quals no enumerarem siné els que s’adiuen a la
nostra tasca.

Primer: El punt de partenga, massa estret; les ciéncies ma-
tematiques i la fisica newtoniana, no constituides aleshores axio-
maticament; la qual cosa el mena a la falsa concepcié de llurs
proposicions com a judicis sintétics a priord, quan sén pures defi-
nicions: no pas judicis ni analitics ni sintétics. Kant deixh de
banda les creacions culturals humanes, les ciéncies historiques, les
psicologiques, l'estudi transcendental de les quals l’hauria pre-
servat del segon defecte. Segon: La inflexibilitat o rigidesa de
les categories assenyalades per Kant. Els kantistes posteriors, per
exemple Cassirer, han esmenat aquest defecte demostrant que les
categories del nostre enteniment sén una funcié del temps, de la
cultura; que hi ha altres categories, altres direccions conceptuals
i constructives internes, més elementals i primitives. Les cate-
gories enumerades per Kant sén una cristallitzacié d’elles, una
especialitzacié forgada per les exigéncies metodologiques dels pro-
blemes cientifics de la fisica i matematiques del seu temps.
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Notem ara una idea fonamental: «Qualsevol logica que admeti
una estructura categorial, semblant a la kantiana, dins I'enteniment
huma, no pot menar a una logistica, 1 amb els mitjans d'aquesta
arribar a les matematiques actuals.y

En efecte: com hem estudiat ampliament i hem notat en els
llocs convenients, la logistica moderna ha estat bastida fitant les
matematiques; i les matematiques modernes empren com un dels
conceptes fonamentals el de comjumt o classe. Dins una classe,
perd, és prou conegut que els elements components sén tots equi-
valents, independents, sense ordre mutual, és a dir, el concepte
de classe no posseeix estructura interna, els elements no sén reduits
a unitat internament ordenada. Pensem un moment en els nombres
naturals, 2, 3, 4, 5.....: el 5 és una classe (més acuradament, una
classe de classes) els elements de la qual (les cinc unitats) sén to-
talment independents entre elles, sense ordre intern; per tant, el
concepte «b» és un concepte sense estructura interna. L™inica
categoria kantiana que intervé és la de pluralitat pura (Vielheit)
i la seva complementaria d’unitat: tota la teoria cantoriana dels
conjunts, amb les seves immenses aplicacions a l'analisi i a la
geometria es basa, doncs, en conceptes sense estructura interna,
regulats per la categoria «pluralitat pura» fonamentalment.

Encara més: totes les operacions matematiques, llevat la de
pas al limit, sén operacions no estructurades; solament la preséncia
de les propietats commutativa, associativa, uniforme, ens diuen
a bastament la manca d’ordre, d’estructura interna en els resultats.
L’operacié de pas al limit forma una excepcié i déna, com hem
vist en el calcul relacional, conceptes estructurats fins a un cert
grau, v. gr., els de maxim, minim, progressid, série, continuitat.....:
I’examen, pero, de la logica relacional necessaria per al tractament
primfilat d’aquests conceptes ens palesard que hi intervenen altres
categories més primitives que les kantianes i que han estat estu-
diades per Cohen i Cassirer, com direm immediatament.

Perd notem curosament l'afirmacié. Les matematiques mo-
dernes per a llur bastiment solament necessiten com a maxim tres
categories o formes a priori, i mai els conceptes formats no pos-
seeixen una estructura interna perfecta, car el concepte basic de
nombre natural no la posseeix, i a gairebé totes les construccions

165



INTRODUCCIO A LA LOGISTICA

matematiques noves s'imposa com a norma metodologica (la legi-
timitat de la qual no discutim) que en qualsevol nou domini es
conservin les lleis formals, commutativa, associativa, uniforme,
amb les quals és incompatible l'ordre intern dels elements bas-
tidors d'un concepte, puix que en el concepte propi d’ordre es-
tructural entra almenys l’asimetria, inconciliable amb la commu-
tativitat.

Ara bé: la logistica moderna, com hem vist llargament, enclou
en els mateixos axiomes inicials les propietats associativa, com-
mutativa, uniforme. Consegiiéncia: amb la logfstica no podem
bastir conceptes amb estructura interna perfecta.

D’aixd deduim: Un enteniment d’estructura categorial, basti-
dora de conceptes i objectes no es limitard espontaniament, per la
seva mateixa constitucié, a la formacié de conceptes internament
no estructurats ni estructurables, com els matematics i logistics,
o estructurats amb un parell de categories. El bastiment, doncs,
d’una logistica i de les matematiques modernes no és cap fita na-
tural, el terme final propi d’un enteniment categorial: la fita i el
terme naturals s6n molt més enlla.

Si cerquem, doncs, un enteniment l'estructura del qual meni
naturalment a una logistica i a les matematiques modernes, no
el trobarem al kantisme, encara que el seu punt de partenga his-
toric sembli demanar-lo. I el que @ priori hem afirmat, examinant
les caracteristiques del kantisme, ho ha confirmat la historia: la
logistica no ha sortit dels treballs de filosofs de filiacié kantiana
malgrat no haver planyut esforgos per a assolir-hol

b) La logistica en relacid amb la logica de Videalisme trans-
cendental, — Dins l'escola idealista transcendental de Marburg
recordem Hermann Cohen, introduint l'infinitesimal com a cate-
goria nova (2). Natorp sent encara més l'atraccié6 de les mate-
matiques: introdueix com a categoria la nocié de «série»; redueix
I'estructura logica dels conceptes a l'estructura, més ben dit, manca
total d’estructura del concepte de classe, i amb aixd assoleix bastir
el concepte de nombre (3). I, amb tot, ni Cohen ni Natorp no
pogueren trobar la logistica, que és l'estadi inicial de les mate-
matiques per ells estudiades.
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El meétode transcendental els empenyia més enlla: el mateix
Natorp, que havia escrit Els fonaments logics de les ciéncies exactes (4),
en la seva darrera obra Lligcons sobre filosofia practica (5) feia cam{
enrera i estudiava la categoria d’individualitat, d’unificacié indivi-
dual (Vereinzigung), totalment oposada a la de nombre i classe. El
meétode transcendental, viscut pregonament, no mena, com a estadi
definitiu, ni a la construccié de les matematiques ni de la logistica.

Cassirer, en la seva obra Conceple de substancia 1 concepte de
funcié (6), contraposa, fonamentat en I’estudi historic del des-
envolupament dels conceptes cientifics en les matematiques ien
la fisica, la formacié de conceptes amb els mitjans aristotelics de
génere i diferéncia especfica, «de classificacié i ordenaci6 dels con-
ceptes per graus d’abstraccié», sense ordre propi entre els elements
subordinats als géneres (entre les espécies), construcci6 i ordenacio
de conceptes que anomenarem estraligrafica, a la formacié dels
conceptes cientifics sota el guiatge del principi de funcionalitat,
de llei ordenadora dels elements, que permet de deduir per espe-
cialitzacié ordenada fofs els elements, els inferiors i llurs propietats,
sense pretericions; cosa que esdevé impossible amb el sistema aris-
totélic de formaci6 i ordenaci6 dels conceptes. Una comparaci6 ho
aclarira a bastament: el concepte aristotélic de «vivent», «d’animaly,
no permet d’enumerar a priori totes les espécies subordinades, ni
posar entre elles un ordre determinat i propi ni deduir priori
totes llurs propietats, i, donat un nombre d’elles experimental-
ment, no podem demostrar si n’hi falten algunes o si altres per-
tanyen a un altre génere. En canvi, considerem el concepte de
«funci6 de segon grau amb dues variables».

f(x)an3+Zbyx+cx3+2dy+2cx+f=0, on a, b,
¢, d, f sén constants arbitraries. Sabem que interpretant geome-
tricament les variables #, ¥ mena a tres corbes: pardbola, hipér-
bola, ellipse; que, segons el valor de les constants, poden menar,
la pardbola, a dues rectes paralleles o a una sola recta; l'ellipse,
a la circumferéncia o a un punt; la hipérbola, a dues rectes con-
currents en lorigen. Podem dir que el concepte superior f (%)
(diguem geénere ordenador) enclou directament i solament tres con-
ceptes subordinats (espécies ordenades), parabola, hipérbola, ellipse;
i aquests tres conceptes també enclouen, el primer, dos conceptes
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nous subordinats, un complex de dues rectes paraleles o una de
sola; el segon, un només, dues rectes passant per l'origen de les
coordenades, i el tercer posseeix com a subordinats dos conceptes
nous: la circumferéncia i el punt.

Notem ara que aquesta subordinacié de conceptes inferiors
dista moltissim de laristotélica, per génere i diferéncia especifica:
1) determina @ priori el nombre exacte de conceptes subordinats
i resubordinats; 2) determina deductivament llurs propietats; 3) es-
tableix un ordre entre ells.

En efecte, com demostra la geometria analitica, entre l'ellipse,
la hipérbola i la pardbola podem posar un ordre asimétric, car
cada una d’aquestes corbes prové d'un dels tres valors de I'ex-
pressi6 A=54*—ac (A <0, A> 0, A=0) restant entre elles
ordenades de la mateixa manera que un nombre positiu, un altre
de negatiu i un d’igual a zero, respecte al zero mateix. I una
semblant discussi6é d’altres constants subordinades mena a les sub-
espécies, ordenant-les entre elles. Ara, doncs, podem entreveure
com la formacié de conceptes, mitjangant el de funcié, es dife-
rencia completament de I'aristotélic, inepte per a les ciéncies en
fase evolutiva.

La formacié de conceptes mitjangant el tipus de classe (tipus
aristotélic) és un estadi preliminar i imperfecte respecte a la for-
macié de conceptes mitjancant el de funcié. Historicament, el
desenvolupament de la intelligéncia en la seva funcié d’interpretar,
de comprendre la realitat, no es detura al primer estadi, tendeix
vers el segon. En ell es desplegaran completament les direccions
evolutives internes, les virtualitats categorials de 'enteniment. Les
categories kantianes sén tretes de l’estudi dels judicis constitutius
de les ciéncies en tant que formats amb el métode aristotélic: per
aix0 sén massa rigides. Les veritables categories intellectuals so-
lament es poden reconéixer en l'evolucié, en les direccions con-
ceptuals, en les quals les ciéncies progressives elaboren i primfilen
llurs conceptes, i aquestes categories o direccions d’evolucié cons-
titutiva d’objectes sén en les ciéncies ffsiques i matematiques les
de funci6 i série, segons Cassirer.

Tenim una superacié del kantisme introduint 1’evolucié en les
categories.
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Perd notem ara de nou com e] métode transcendental, que
Cassirer empra en la seva més pregona esséncia, mena no pas a
una logistica ni a una teoria cantoriana dels conjunts, a una arit-
mética cardinal, ni es pot deturar en cap classe de matematiques,
siné més enlla, a una logica transcendental. Si estructurem els
conceptes, avangant més i més en la direccié d'imposar ordre propi
entre els elements o conceptes subordinats, no podrem deturar-nos
ni en matematiques ni en la logistica, que admeten com a axiomes
inicials o conseqiiéncies d’ells les propietats commutativa, associa-
tiva, uniforme, el nombre i les seves classes actuals.

Quan lenteniment huma haurd desenvolupat completament
la categoria, funcié, série, les matematiques i la logistica actuals
hauran estat superades en una direccié contraria; gairebé diria
que no restard de les matematiques siné l'operacié «pas al limit»
i de la logistica un tros del calcul relacional. Si volem, doncs,
bastir la logistica i les matematiques actuals, no podem fer cami
amb Cassirer. Cassirer, que en l'obra adduida encara sentia, com
Kant, l'atraccié de les matematiques i hi creia (una mica menys
que Kant, certament) com a punt de partenga i control propi de
les categories o estructura de l’enteniment, se’n desvid definiti-
vament en el sentit i esperit auténticament kantid, i continua les
seves investigacions sobre les virtualitats formatives de conceptes
vivents en el nostre enteniment, no pas en el terreny matematic
i fisic, sin6 en el de les formes simboliques, en el llenguatge, en
les manifestacions de la consciéncia formadora dels mites (7), tre-
ballant no pas amb les categories rigides de Kant, siné amb altres
de noves, flexibles i que es desenvolupen amb el temps.

¢) La funci6 categorial del judici, manifestant-se com a funcié
sintética, formadora dels conceptes, no mena ni pot menar a una
logistica ni a les matematiques actuals. Completem aquesta afir-
maci6, importantissima per a la valoracié cientifica del kantisme,
amb una nova afirmacié: «la funcié objectaly, darrer estadi del
treball sintétic i categorial de l'enteniment, tampoc no ens per-
metra d’arribar a ambdues ciéncies. Els estudis més pregons que
dins la direccié kantiana han estat fets de la funcié objectal de
les categories sén, sens dubte, els de Bruno Bauch, Veritat, Valor
i Realitat (8) i el de Nicolau Hartmann, Linies fonamentals d'una
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metafisica de la coneixenga (9). Amb Bruno Bauch hem d’introduir
al costat de les nocions «cosa en si» (Ding an sich), i objecte (Ge-
genstand), la de realitat (Wirklichkeit). Ja indicarem que el ju-
dici, com a funci6é desenvolupadora i manifestadora de l'estructura
interna de l’enteniment, produeix els conceptes i els objectes o
conceptes amb independéncia propia, amb {ronteres definides.
Ara bé: Bruno Bauch remarca mestrivolament que cap concepte
no pot esdevenir objecte, parlant amb precisi6, si no arriba a sin-
tetitzar ordenadament totes les construccions mentals, aixd és,
un concepte no esdevé objecte siné quan, mitjangant els conceptes
i llurs unions, s’han desenvolupat, s’han manifestat totes les vir-
tualitats constructives, totes les categories intellectuals. Es clar
que aleshores no existeixen objectes, siné un sol objecte, i aquest
objecte és la realitat; car, només amb aquestes condicions d’exte-
terioritzacié conceptual total de l’enteniment, l'oposicié subjecte-
objecte esdevé maxima i drreductible. I1’enteniment, esgotat cate-
gorialment, no pot afegir res a l'objecte ni modificar-lo en la seva
estructura. I, veritablement, cap objecte cientific o cultural no
té fronteres propies absolutes: tots s’uneixen i es troben en plena
evolucié constructiva d’unitats conceptuals superiors. El pas al
limit conceptual, necessari per a la formacié de Vobjecte antono-
masticament, no s’és encara acomplert: estd en esdevinenga. Sota
aquest aspecte és clar que Bauch no admet com a punt de par-
tenga un conjunt de ciéncies determinades: sén necessaries, i encara
no suficients, totes les manifestacions de I'esperit huma. Ara bé:
una logica transcendental d’aquest tipus no pot deturar-se en una
logistica ni en les matematiques actuals: les ultrapassa de molt.
Es massa clar perqué ens deturem a demostrar-ho. Hartmann
avanca una mica més en la direccié semimetafisica de Bauch, i,
tot admetent com ell la independéncia de l'objecte (del concepte,
portat, per una operacié mental de pas al limit, a la dignitat i
independéncia d’objecte) enfront del seu coneixement, afirma que
el procés cognoscitiu només fa objectes parcials, retalls finits amb
un caire d’objectivitat i d’oposicié amb el subjecte (einen objizier-
ten endlichen Ausschnitt) (10); retalls que, per un procés semblant
a un pas al limit, anem completant. Perod (i en aixd se separa
de Bauch) aquest procés té un limit superior insuperable: esgotant

170



VALORACIO FILOSOFICA DE LA LOGISTICA

les virtualitats constructives de conceptes, bastirem un objecte que
no exhaurird 'ésser. L’equacié aristotélica ésser = intelligibilitat
és rodonament negada per Hartmann.

Notem ara un tret comt a la 1dgica transcendental de Bauch i
Hartmann. Ambdues tenen un caire metafisic, ontoldgic: «predo-
mini de l'objecte», de «'tinic objectes. Ambdues, sobretot Hart-
mann, remarquen que en arribar a la construccié de l'objecte unic
total, en ell es trobard com a part notable el mateix subjecte amb
la seva estructura, en altres paraules, el problema ontologic de
'objecte és logicament anterior al del subjecte. Assemblant-se
aquesta manera d’esguardar la qiiesti6 criteriologica a la tomista,
en la qual l'ontologia és bastida abans de la teoria de la conei-
xenca, i estudiar 1'ésser determina consegiientment l'ésser i la
naturalesa de les facultats cognoscitives (11).

Pel que fa a la nostra tasca, diem: les idees directives de
Bauch i Hartmann, portades a llurs naturals termes «construccid
de l'objecte», no es deturaran en una logistica ni en unes mate-
matiques de lestructura conceptual de les actuals: l'estructura
dels axiomes d’aquestes ciéncies ho impedeixen. Ensems aquestes
idees de Bauch i Hartmann, i, en general, dels sistemes neokan-
tians, ens adverteixen d’un defecte inseparable de qualsevol logica
i matematiques que pretenguin bastir-se axiomaticament, complint,
ultra les condicions naturals de compatibilitat i independéncia
dels axiomes, la condicié d’integritat (Vollstindigkeit) (12), segons
la qual un sistema d’axiomes és infegre quan 1’addici6 d'una nova
formula no deduible dels axiomes al conjunt de les formules fo-
namentals del sistema mena a una contradiccié. Aleshores aquest
sistema d’axiomes defineix implicitament un sol sistema d'objectes
propis, el sistema admet una sola interpretacié: aquest sistema
s’anomena monomorf. En sén exemples el calcul proposicional,
el sistema d’axiomes de Hilbert per a la geometria euclidiana, el
sistema d’axiomes dels nombres naturals en la forma donada per
Russell (13); quan el sistema d’axiomes geomeétrics permet moltes
interpretacions, hi ha molts objectes que compleixen els axiomes.
Doncs bé: la mateixa evolucié de les matematiques i de la logfstica
ha palesat que la condicié de suficiéncia no pot ésser acomplerta
en cap sistema d’axiomes (14), la qual cosa equival a l'afirmacio,
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filosoficament molt important, que dins les ciéncies especials, dins
les matematiques i la logfstica no poden ésser bastits objectes
estrictament tals, amb independéncia plena, amb estructura in-
terna tan arrodonida que no depenguin ni dimanin d’altres per
a llur perfecci6. Tot aixd confirma la tesi que defensem: una
logica transcendental, bastida dins 1’esperit kantia, dirigida a formar
objectes, no pot deturar-se en les matematiques i la logistica ni
solament com a objectes secundaris; car, en realitat, els conceptes
d’aquestes ciéncies no gaudeixen de la independéncia suficient
per a esdevenir objectes, malgrat que els axiomes o judicis inicials
pretenguin retallar un sistema de conceptes propis amb dignitat
d’objecte.

Hem demostrat, doncs, que taquesta infecunditat del kan-
tisme en llur forma classica i moderna respecte a la formacié de
la logistica i de les matematiques no és casual i s'endinsa en la
mateixa esséncia del meétode transcendentalr. Una logica corre-
lativa que estudii les tres funcions del judici, sintética, categorial
i objectal no pot menar naturalment a la construcci6 de la logistica
i de les matematiques modernes. Deixem, doncs, aquesta via i

trenquem cap a les logiques polars, és a dir, orientades unilate-
ralment (15).

IIT. T.A LOGISTICA I LES LOGIQUES POLARS.

a) La logistica en relacié amb les filosofies del «valor».

Per logica polar entendrem una logica bastida en una sola
direccié conceptual, vers el subjecte o vers 1’objecte unicament,
en lloc d'unir, mitjangant el judici, I'estructura interna categoral
del subjecte amb els objectes a través els conceptes, com feia qual-
sevol logica correlativa d’esperit kantid. No ens deturarem en
lestudi de les ldgiques polars orientades vers el subjecte, car és
evident que un desenrotllament logic d’una tal direccié no menara
a una logistica ni a les matematiques modernes. Les logiques
polars suposen que la direccié evolutiva de l’enteniment huma
és inversa a la kantiana. En aquesta el judici amb el seu funcio-
nament desplegava ordenadament les categories, formant conceptes
cientffics i creant objectes, o en el limit, I'objecte per antonomasia,
la realitat, en tota la seva amplaria. En les logiques polars orien-
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tades vers el subjecte, el cami és invers: es parteix o no dels objec-
tes, dels conceptes, per a arribar sempre a les categories i endinsar-se
vers un fons més primitiu dins el subjecte. En aquestes ldgiques
predomina l'estudi de la relacié vers el «jo» (Ichbezogenheit), in-
closa en qualsevol contingut significatiu mental. La noci6 de
veritat i els seus criteris és substituida per la preeminéncia ator-
gada per aquestes logiques al concepte de «valor» i, consegiient-
ment, a les ciéncies histdriques i manifestacions culturals, en les
quals domina el concepte de ¢norman» i ¢valor» sobre les matema-
tiques regides pel de veritat. L’activitat mental s’ordena a crear
valors, normes, no a fer objectes. En les creacions artistiques,
en les invencions dels economistes, en tots els acudits genials que
fan avancar qualsevol manifestacié humana, no té cap sentit pre-
guntar si s6n veritables o falses, sind solament si arriben a normes,
si manifesten un nou valor. La novena simfonia de Beethoven
no és ni veritable ni falsa: és, abans que tot, un valor, una norma
musical suprema. En les ciéncies on domina la veritat (ciéncies
nomotetiques, com les anomenava Windelband) I'ideal és deduir,
i per assolir-lo més segurament, axiomatitzar, fixar. En les ma-
nifestacions orientades vers el subjecte (ciéncies idiografiques), vers
el seu desenvolupament interior, la creacid és el terme, que sempre
desballesta els models tradicionals, els valors petrificats. Deduccié
i creacid, objecte i valor sén les dues direccions oposades de les
logiques orientades vers l'objecte i el subjecte. Aquestes darreres
1dgiques facilment terminen en una psicologia, quan pretenen es-
tudiar el problema de la validitat dels valors (16). Recordem aci
Windelband i, sobretot, Rickert, el seu continuador logic (17), o
d’altres logiques d’empremta més psicoldgica, com les de Wundt (18),
Sigwart (19), Erdmann (20) i més modernament les de Hoffding (21)
i Déring (22). D’aquestes logiques d’esperit kantia amb signe
negatiu no poden sortir la logistica ni les matem@tiques modernes.
Hem de rompre amb la direccié kantiana si volem arribar-hi.
Quedem-nos amb l'objecte sol per tal de veure si en aquest
terreny pot desenvolupar-se la logistica i, per tant, les matema-
tiques modernes. Ens reduim a les logiques polaritzades vers
I'objecte, no com a terme de l'evoluci6 dels conceptes, que aixd
hem vist en la primera part que entrebancava d’arribar-hi, siné
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polaritzades vers l'objecte com a preliminar al subjecte, com a
guiador del seu desenrotllament mental; la qual cosa suposa la
negaci6 de categories o formes a priori.

Estudiarem acf dos sistemes, el fenomenologista de Husserl i
Iaristotélic, i veurem com, atansant-se forca als pressuposits ne-
cessaris per a bastir una logistica, enclouen encara dues restric-
cions que els destorben d’arribar al terme. I amb aixd podrem
fixar definitivament sota quines condicions és possible de comencar
la construccié d’ambdues ciéncies.

b) La logistica i la fenomenologia de Husserl. — En el sistema
fenomenologic, sota la seva forma classica de les Investigacions 1o-
giques (23), dues sén les idees cabdals: la d’eunitats de significacién
(Bedeutungseinheiten) o «significacions en si», i I’acte intelectual
especial per a capir-les, la «Wesensschaus. Tots sabem prou bé
qué vol dir significaciéy, car vivim aquest fenomen en comprendre
qualsevol proposicié. En qualsevol significaci6 trobem un con-
tingut significatiu i una relacié a P’acte mental: qualsevol signifi-
cacié significa quelcom i ho significa a algy, al cognoscent. Si per
abstraccié prescindim d’aquest darrer aspecte, obtenim les signi-
ficacions en si», «pures». La significacié pura de la proposicid,
«Totes les funcions diferenciables sén contfnues» és sempre idéntica,
Unica, encara que en ella pensin simultiniament tots els mate-
matics del mén; independent de la produccié dels actes amb els
quals la comprenem; preliminar a ells. La seva existéncia no és
pas real, com la nostra i la dels objectes externs, ni purament
abstracta, car, aquestes significacions, no les produim nosaltres,
se’ns imposen i s’imposen a qualsevol enteniment divi o creat,
encara que no treballi amb abstraccions. Tenen, doncs, una propia
manera d’ésser, que demanara, per consegiient, una original ma-
nera de contemplar aquestes significacions pures», diferent de la
intuicié de l'ésser real i del coneixement de 1’ésser abstracte, és
la «Wesensschauy, «la contemplacié essencialistay.

Deixem de banda les qiiestions sobre la legitimitat d’introduir
una tercera classe de realitat i una nova classe d’acte intellectual.
Notem només que caldria estudiar més detingudament les relacions
entre la «ntiiicié essencialista» i «I’abstraccié funcionaly, car aquesta
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mena d’abstraccié, posseix propietats noves, essent d'una extructura
diferent del tot de I’abstraccié aristotélica i de la intuicié sensible.
L’abstraccié funcional produeix objectes, unitats de significacié, amb
els caracters de transcendéncia indicats; la qual cosa no assoleix
I’abstraccié aristotélica. Passant ara al nostre tema diem: la feno-
menologia de Husserl no pot menar a la logistica i a les matematiques
actuals; car I'operaci6é intelectual nova, la contemplacié essencia-
lista, la «Wesensschau» no pot bastir ciéncies axiomatiques que:
1) defineixen tan sols implicitament llurs objectes; 2) els axiomes de
les quals, sobretot a la logistica, no posseeixen contingut significatiu;
3) llurs métodes demostratius i constructius de les conseqiiéncies
sén purament formals, gairebé mecanics, sense atendre mai al
significat del estadis intermedis: sén operations no pas «ideations».

Tenim una nova conseqiiéncia important: «cap sistema logic
que empri com a mitjans constructius de conceptes i demostracions
la contemplacié del significat conceptual dels elements emprats no
pot menar a una logistica i a les matematiques modernes».

L’intent de Husserl en la seva «Logica formal i Transcen-
dentaly no es mou en el pla estricte de la logistica i n’empra ben
poca cosa.

¢) La ldgica aristotélica i la logistica. — Examinem ara la
logica aristotélica (24). Posseeix moltes de les condicions exigides
per al nostre intent. 1) L’enteniment no posseeix categories ni
formes a priori que desviin les construccions mentals vers l'objecte
total o vers el subjecte. 2) En ella dominen el concepte de classe
i la formaci6 i ordenaci6 dels conceptes i dels individus segons el
métode classificador estratigrafic; no demana estructura interna ni
ordre propi als individus sotmesos a l’espécie, ni a les especies
sotmeses al génere. 3) Defensa la tesi que el principi d’'indivi-
duacié és la matéria i la quantitat, aixd és, el conjunt d’individus
forma una multitud pura i deslligada. Defensa la perfeccié in-
terna, la immutabilitat de les esséncies, de les espéecies, la qual
cosa equival a fer-les independents entre elles. Ambdues afirma-
cions sén aptissimes per a la construccié de la logistica i de les
matematiques. Hom veu que les propietats associativa, commu-
tativa, uniforme s’aplicaran perfectament a objectes independents,
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sense ordre ni subordinacié mitua, i aquestes propietats entren
sempre en els axiomes inicials d’ambdues ciéncies. 4) La logica
aristotélica, sobretot ]a seva teoria classica del sillogisme, formula
les regles prescindint del significat de les proposicions emprades
1 encara que demostri conceptualment les regles per a la selecci6
dels modes valids, aixd és solament un defecte esmenable i esmenat
per la logistica. 5) La logica aristotélica és en un cert grau sim-
bolica, com ha d’ésser qualsevol ciéncia en la qual el significat de
les proposicions emprades no interessi, i els processos demostratius
siguin formals. Si de fet la ldgica aristotélica no mena a la logfs-
tica, la causa és que Aristdteles i els escolastics la bastiren tot
esguardant la metafisica, no pas les matematiques. En canvi, la
ldgica aristotélica en mans de Leibnitz es transforma en el pro-
grama general de la logistica, i aquesta direcci6 ha estat continuada
i desenvolupada totalment en la logistica moderna.

d) Les condicions preliminars de la logistica. — Ara podem
reprendre breument el nostre cami, una mica llarg, i fixar defini-
tivament els pressuposits filosdfics necessaris per a la bastida de
la logistica i de la seva natural continuacié: les matematiques
modernes.

1) Qualsevol logica que admeti una estructura categorial
(semblant a la kantiana) dins l’enteniment no pot menar natu-
ralment a una logistica: la logistica és incompatible amb la logica
transcendental.

2) La logistica és incompatible amb el «pas al limit» que
mena dels conceptes als objectes i ’objecte total «com a limit
supremy, car Ja destrueix com a ciéncia en els seus axiomes inicials.

3) La logistica és incompatible amb el «pas al limit» invers
que mena vers 'estructura del subjecte, o vers la categoria de «valor,
vers la funcid «creacidéns, car destrueix el métode deductiu formal
i la condicié de suficiéncia imposada als axiomes inicials.

4) La logistica és incompatible amb una logica de direccié
¢contemplativa del contingut significatiu explicits dels elements i
proves emprades, car el métode axiomatic exclou definicions ex-
plicites i proves no formals.

5) La logistica és incompatible amb una logica formal, or-
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denada a una metaffsica, car la metafisica és ciéncia de 1'ésser,
que no pot ésser quelcom d’implicit, de les esséncies que han d’ésser
directament i explicitament intelligibles. La unid entre els éssers
no és per mitjans deductius que res no aporten de nou, siné mit-
jancant la causalitat eficient, formal o final que sempre enclouen
quelcom de nou, d’original.

6) La logistica és, doncs, una logica formal desenvolupada
en direccié a les matematiques, guiada, doncs, pel concepte de
classe o conjunt.

IV. VALORACIO FILOSOFICA FINAL DE LA LOGISTICA. — Moltes
qiiestions hem de deixar de banda, per no allargar massa la present
introduccié, si volem dir dues paraules només sobre el valor filo-
sofic total de la logistica.

1) L’esdevenidor immediat de la logistica es troba en una
influéncia sobre les matematiques i la fisica. En efecte: les ma-
tematiques actuals, gairebé senceres, poden ésser bastides deduc-
tivament amb els mitjans de la logistica classica. No cal recordar
la preeminéncia, dominis i fecunditat de la fisica tractada mate-
maticament; la logistica i els seus conceptes, sobretot la logica
relacional, encara no ha estat aplicada a la fisica i sembla a priori
que un estudi logistic dels conceptes i meétodes constructius de
la fisica tedrica hauria d’aportar molta llum, com n’ha escampada
sobre els conceptes superiors de les matematiques. Sota aquest
punt de mira la ldgica matematica intuicionista, introduint més
conceptes primitius, simplificaria moltfssim el tractament logistic
d’aquestes ciéncies i, sobretot, un tus sistematic de les logiques
no-aristotéliques, amb molts valors intermedis entre V i F en
sentit ordinari, permetria immediatament tractar el problema cabdal
del principi de causalitat fisica, que cal substituir amb el de pro-
babilitat, vers un limit maxim abans de V definitiva; la qual cosa
demanen les lleis atomiques i s'imposa cada dia més i més als fisics
més imparcials, Una logica de tipus plurivalent mena immedia-
tament al calcul de les probabilitats, els dominis del qual s’estenen
constantment en la fisica teorica, per tal com totes les lleis fisiques
semblen pertanyer al tipus de llei probabilistica i no al determi-
nista (25).
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2) La logistica classica és l'estadi primordial d’una ldgica
exacta, deductiva, que mena ella mateixa a la seva superacié or-
denada sense perdre ambdues propietats necessaries per al progrés
cientific segur. L’exactitud és una de les qualitats més preades
de qualsevol ciéncia. Aquesta qualitat ha fet possible 1’aveng
continu i ferm de les ciéncies fisiques, i serd certament causa de
nous progressos dins la logica. La logfstica classica és com el
nucli primari de cristallitzacié entorn del qual s’aniran ordenant
gradualment tots els altres aspectes logics, superant les restriccions
inicials, necessaries al comengament de qualsevol ciéncia, sense
perdre, perd, les lfnies estructurals fermes del meétode deductiu
purament formal, del métode axiomatic, del métode simbolic.

Cal, doncs, comengar amb 1'estudi de la logistica classica, no
pas com a estadi final i perfecte de la ldgica, siné a semblanca de
I'estudi de les matematiques elementals, per a avangar més i més
amb seguretat, amb metode, en la mateixa direcci6, amb eixam-
plaments ordenats.

3) Aquestes superacions progressives de la logistica ens per-
metran de continuar-la amb les ldgiques transcendentals, amb les
altres branques filosofiques. Aquesta articulacié és una necessitat
filosofica primordial. L’eixamplament progressiu de la logistica
ens fard superar la restriccié de la logica aristotélica bivalent i
potser assolirem, com a estadi transitori, una logica més acomodada
a la metafisica tomista, que, mitjan¢ant el concepte i graus de
poténcia, ha superat el dualisme simplista «ésser, no-ésser». La
introduccié de més conceptes inicials amb la consegiient superacié
del formalisme ens articulard amb la logica intuicionista i fenome-
nologica com els mateixos intuicionistes reconeixen.

I, sobretot, la superacié de la condicié d'integritat imposada
al meétode axiomatic i que, si fos valida, atomitzaria totalment
en objectes independents el camp filosofic i cientific, ens permetra
de posar-nos en continuitat amb les logiques transcendentals.

La direccié general d’evolucié que, des del punt de vista filo-
sofic, hem de desitjar a la logistica i que. de fet, segueix el seu
desenvolupament, és superacié de la logistica classica de Frege,
Peano, Russell, Hilbert, amb la intuicionista de Brouwer i Heyting,
i ambdues superar-les en direccié a les logiques plurivalents més
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flexibles i més acomodables a la fisica moderna, que cada dia
s'aparta més i més del tipus determinista absolut, de la modalitat
logica «necessitaty, imposada pel calcul diferencial i per la logica
classica bivalent; per atansar-se al tipus probabilistic de llei, de
la modalitat logica «contingent» només tractable amb logiques
plurivalents, primfiladores delicadament dels matisos entre ¥V i F.
Amb aixd s’esvaird ben aviat també de les matematiques amplia-
des, (natural continuacié d’aquestes logiques) i dels pocs dominis
que encara li resten dins la fisica, el concepte de «necessitat-deter-
minisme», i ens trobarem amb una logica, matematiques i ffsica de
caire ¢espontaneitaty amb lleis que per llur mateixa estructura
es superen a elles mateixes amb freqiiéncia relativa, o, amb una
frase no del tot correcta, enclouen llurs excepcions dins la regla
mateixa. Aquesta espontaneitat minvarad la distancia entre fisica
i biologia, a favor de la biologia, en contra del materialisme de-
terminista i mecanic i ens trobarem ja en una direccié clarament
psicoldgica, orientada com vers un terme superior a la filosofia,
que és ciéncia universal.
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- » - Ny fasei T iac L L " 2
Treballs de la Societat de Biologia, publicats T f
STl s , fasc, I, II-V i VI-IX, L] 3

sota la direccio d’A. Pr 1 SuNER. Volums £ 8.

v VII, fasc. bnic,........ » 4

I a XV. (Anys 1913, 1915, 1917, 1918, 1919, 2 ST

/ s VIII, fasc. fnic.,:..... » 4

1020-21, 1922, 1923-24, 1925-27, 1928-290, y IX (En ﬁf?ﬂdfﬂﬂfﬂs)

1030-31, 1982 i 1933).......... Cada un 20 § S el e . 4
Vols. IL i IV........... (Exhaurils.) 8 s e HIe,, s R " +
Vol R VTP i F o Bremsas » XII, fasc. primer...... 5 » 4

Arxius, Monografia mundial de I'ordre dels Rafididp-
Any I, fase. I (exh.), IL1 II1.. Cada un 4 ters (Ins), pel P. LLoNGi Navas, S. J....

3 I famci 0, 11 1-TIL:.: . 4 ( Exhaurida.)



Col-leccié de cursos de Fisica i Matematica,
dirigida per E. TERRADAS,

Vol. I. — E. TERRADAS, Els elements dis-
crets de la matéria i la radiacié......

Vol. II. — J. REY PasToR, Teoria de la

representacié conforme..............

Vol. III. — J. HADAMARD, Poincaré i la

teoria de les equacions diferencials.. ..

Vol. IV. — J. PaLAcios, Propietats dels

gasos ultraenrarits..................
Vol. V. — LEv1 CiviTa, Qiiestions de Me-
canica classica i relativista.,.,...... .

Vol. VI. — F. SEVERI, Sobre funcions de
dues variables complexes ..., 3
Vol. VII. — H. Durac, Cycles I[mites.

(En premsa.)

Biblioteca F Ilnsﬁﬁca, dirigida per PERE Coro-

MINES.

Vol. I. — Vives a Anglaterra, per Fors-

TER WATSON 5 oo Vot s e in

Vol. II. — La Natura i la Histdria, per

P. DORADO MONTERO,,.............

Vol. III. — Introduccié a la Logistica,
per DAVID GARCIA.

R B L R T A D N ey

Anuari de la Societat Catalana de Filosofia.
Any: LA0ZBW S ey B LD,

FLORA 1 FAUNA DE CATALUNYA
dirigides per Josep M.* BoriLL 1 Picnot

Flora de Catalunya, per J. CADEVALL,

) e e R Y o s it v
A8 B B RO R i T e R
» IV, adespeses de la Institucié Patxot
L YRR PRSI IS R e L )
RN e i T (En premsa.)
Malacologia, per M. CHia
T T ) B e AR e Cada un
g ] U Rl P R e AL s e
Entomologia.
Dipters. Fasc. I, per J. ARIAS ENCOBET,
Coledpters. G. Carabus. Fasc, I, per
A CODINATZ GBS, [, ottt o

Hemipters, per A. CopIna,, .
Neurdpters, pel P. Lroxei h.was S j
Fasc. I. Monografia general de Catalunya
Fases TI. — Mecdplers. s ononieno,.
Fasc. III. — Rafididpters.............

Treballs de la Institucié Catalana d'Historia
Natural.

Vol. I a VI. (Anys 1916, 1916, 1917, 1918,
1919-20 i 1921-22),........ Cada un

Ptes.

10

40
40
40
40
40
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SERVEI METEOROLOGIC DE CATALUNYA

Notes d'estudi, dirigides per E. FonTsERri,
Hispl i LNT.ow st soiheboly o Cada un

Vols. I (1921-23). 1. JoaQuiM FEBRER : Plu-
ges a Catalunya durant Uestiu del 1921, —
2. Ramon Jarpf : Un pluvidgraf d’intensi-
tat. — 3. MANUEL ALVAREZ CASTRILLON:
Fregiiéncia de les direccions del vent a
Barcelona. — 4. JoaQumM FEBRER : Pluges
a Catalunya durant la tardor del 1921, —
5. RAFAEL PATXOT I JUBERT : Contribucié
a l'estudi dels corrents atmosférics mit-
gers. — 6. GABRIEL CAMPO : Relaci6 entre
els halos i les pluges cicloniques a Cata-
lunya. — 7. JosEP ESTALELLA : Les deno-
minacions del vent a la costa de Llevant. —
8. Joaquim FEBRER : Pluges a Catalunya
durant I’hivern de 1921-22, — 9, Joaquim
FEBRER : Pluges a Catalunya durant l'any
meteorologic de 1920-21. — 10. MANUEL
ALVAREZ CASTRILLON Recurréncia de
'estat higrométric a I’Observatori Fabra.
— 11. JoaQuiM FEBRER : Pluges a Catalu-
nya durant la primavera del 1922, —12, AN-
TONI QUIXAL : Sondatges de I'atmosfera
lliure a Barcelona, amb globus pilots, des
del 19 de setembre del 1921 al 30 de setem-
bre del 1922, — 13. MAurict HERNANDEZ:
Les temperatures miximes i minimes a
Mahé. — 14. EDUARD FONTSERE : Son-
datges de l'atmosfera lliure, amb globus
pilots, durant els anys 1916, 1917 i 1918, —
15. JoaQuiM FEBRER : Pluges a Catalunya
durant l'estiu de 1922. — 16. JoaQumy FE-
BRER: Pluges a Catalunya durant la tardor
del 1922 i l'any meteoroldgic 1921-22, —
17, MANUEL ALVAREZ CASTRILLON : Tem-
peratures normals a 1'Observatori Fabra,
deduides de wuit anys d’observacions
(1914-21). — 18. JoSEP ANGLADA : Instruc-
cions per a la recepci6 dels radiogrames
meteorologics del mati. — 19. Epuvarp
FoNTSERE : Sondatges de I'atmosfera lliure
a Barcelona, amb globus pilots, durant els
anys 1919 a 1920. — 20. RAMON JARD{:
Deu anys d’observacions termopluviome-
triques a Tivissa. — 21. GABRIEL CAMPO:
Sobre el perfode de seca de I'hivern de
1022-23 a Catalunya, — 22. ANTONI QUIXAL:
Sondatges de I'atmosfera lliure a Barce-
lona, amb globus pilots, des del 1.r d’octu-
bre al 31 de desembre del 1922, — 23. Joa-
QuIM FEBRER : Pluges a Catalunya durant
I'hivern de 1922-33.

i



Vol. II (1923-1927). 24. JoaQuiM FEBRER:
Pluges a Catalunya durant la primavera
del 1923, — 25. ANTONI QUIXAL : Sondat-
ges de I'atmosfera Iliure a Barcelona, amb

" globus pilots, des del 1.r de gener al 30 de
juny del 1923, — 26. RAFAEL PATXOT 1 JU-
BERT : Segon estudi horari de la pluja a
Sant Feliu de Guixols. Observacions del
marg del 1896 al juny del 1923.—27. Joaquin
FEBRER : Observacions pluviométriques de
la Xarxa Catalana, corresponents als anys
1911, 1912, 1913, 1918, 1919 i 1920.—28. Jo-
SEP ANGLADA : Sondatges de I'atmosfera lliu-
re a Barcelona amb globus pilots, des del
1.r de juliol al 31 de desembre del 1923, —
29. JoaQuim FEBRER : Pluges a Catalunya
durant lestiu i la tardor del 1923 i 'any
meteorologic 1922-23. — 30, JoaQuim FE-
BRER : Pluges a Catalunya durant I’hivern
de 1923-24 i la primavera del 1924.—31, Jo-
SEP ANGLADA : Sondatges de ’atmosfera llin-
re a Barcelona, amb globus pilots, des del
Lr de gener al 30 de juny de 1924.—32, Joa-
QUIN FEBRER : Lluvias en Catalufia durante
el verano y el otofio de 1924 y el afio
meteorolégico 1923-1924, — 33. GABRIEL
Campo : Sondeos de la atmésfera libre en
Barcelona, con globos pilotos, desde el
1.° de julio de 1924 al 31 de diciembre de
1925. — 34. JoaQuiN FEBRER : Lluvias en
Catalufia durante el afio meteorolégico
comprendido entre el 1.° de diciembre
de 1924 y el 30 de noviembre de 1925, —
35. JoaQUIN FEBRER : Lluvias en Catalufia
durante el afio meteorolégico comprendido
entre el 1.° de diciembre de 1925 y el 30 de
noviembre de 1926. — 36. GABRIEL CAMPO:
Sondeos de la atmésfera libre en Barcelona,
con globos pilotos, durante el afio 1926.

Vol. III (1928-1931). 37. JoAQUIN FEBRER:
Lluvias en Catalufia durante el afio meteo-
rolégico comprendido entre el 1.° de di-
ciembre de 1926 y el 30 de noviembre de
1927. — 38. GABRIEL CAMPO : Sondeos de la
atmésfera libre en Barcelona con globos
pilotos, durante el afio 1927. — 39, MANUEL
ALVAREZ CASTRILLON : Algunos climo-
gramas de la Zona costera catalana. —
40, JoaQuIN FEBRER : Lluvias en Catalufia
durante el afio meteorolégico comprendido
entre el 1.° de diciembre de 1927 y el
30 de noviembre de 1928. — 41. EDUARDO
FONTSERE : Los ¢Llevants de la costa cata-
lana. — 42. GABRIEL CAMPO : Sondeos de
la atmésfera libre en Barcelona con globos

pilotos, durante el afio 1028, — 43. JoAQUIM
FEBRER : Pluges a Catalunya durant 'any
comprés entre el 1.r de desembre del 1928
i el 30 de novembre del 1929,— 44, GABRIEL
Campo : Sondatges de l'atmosfera lliure a
Barcelona amb globus pilots, durant I'any
1929, — 45. JoaQuIM FEBRER : Assaig sobre
el clima de Caldes de Montbui. — 46, Ga-
BRIEL CAMPO : Sondatges de l'atmosfera
lliure a Barcelona amb globus pilots durant
any 1930. — 47, Josep Via RAVENTOs:
Assaig sobre el clima de 'Aldea en el
terme de Tortosa. — 48, JoAQUIM FEBRER:
Pluges a Catalunya durant l'any meteoro-
logic comprés entre el 1.r de desembre del
1029 i el 30 de novembre del 1930.

Vol. IV (1932-1934). 49, Epuarp FoNnT-
SERE : Condicions climatoldgiques de
les costes occidentals de la Mediterrania
i en particular de les terres costeres cata-
lanes. — 50. FRANCESC PARDILLO : Les
pluges de pols del 30 d’octubre del 1926 i
del 27 de novembre del 1930 a Catalunya.
I. Estudi minerologic. — 51. EDUARD FONT-
SERLE : Freqiiéncia de les glagades a Cata-
lunya. — 52. GABRIEL CAMPO : Sondatges
de P'atmosfera lliure a Barcelona amb glo-
bus pilots durant 'any 1931, — 53. Joa-
QuiM FEBRER : Pluges a Catalunya durant
I'any meteorologic comprés entre el 1.r de
desembre del 1930 i el 30 de novembre
del 1931. — 54. GABRIEL CAMPO : Resum
de disset anys de sondatges a Barcelona
amb globus pilots (1914 a 1930). — 55. Jo-
SEP ANGLADA : Assaig d'una nova forma
d’historial termométric, de possible aplica-
ci6 als problemes sanitaris (anys 1922-23),
— 56. ARNAU GABELLIERI : Pluges a Ca-
talunya durant l'any meteoroldgic comprés
entre el 1.r de desembre del 19311 el 30 de
novembre del 1932, — 57. GABRIEL CaMPO:
Sondatges de I'atmosfera lliure a Barcelona
amb globus pilots (anys 1932 i 1933),

Treballs de I'Estacié Aeroldgica de Barcelona,
per E. FONTSERE.

IVOLAISEI B 450000 2 iy G = e

b L LA ( Exhaurit.)

MEMORIES PUBLICADES A DESPESES
DE LA INsTITUCIO PATXOT
Vol. I:
Fasc. I. — M. ALVAREZ CASTRILLON, Micro-

sismes observats a Barcelona durant els
anys 191811016 oo, s Wil



Fasc. II. — R. Jarpi, Estudis de la intensitat
de la pluja a Barcelona, ................

SOCIETAT CATALANA DE CIENCIES FISIQUES,
QuiMIQUES 1 MATEMATIQUES

Memdries, Vol. I (1932-33):

Fasc. I. — M. MasrIERA I RUBIO, Concordan-
cia de la termodindmica i la cinética en la
Tedcorade i remtellt, 0t b, L T80l e

Fasc. II. — J. BALTA ELias, Les radiopertor-
bacions naturals (atmosférics) en meteoro-

Fasc. III. — C. PI-SuRER Bavo, El complex
viRmime S e e O L A e

Ptes.

Fase. IV. — DAVID GARcIA, Assaigs moderns
per a la fonamentaci6 de les matematiques,

Fasc. V. — EDUARD FoNTSERIE, Les estacions
J meteoroldgiques de muntanya fundades per
la Generalitat amb motiu de I’Any Polar
1932-1933

Fasc. VI. — M. FAurA 1 SANs, Expedicié cien-
tifica per la Fenoscandia (Suécia, Noruega,
Finlandia i Russia) i regions circumpolar nor-
diques, realitzada durant 'estiu del 1931..

Vol. 1II.

Fasc. I. — B. Bassecopa MusTk, Matema-
tiques { Arquitectura...................
Fasc. II. — Ep. FERRER, L'alumini i els
seus aliatges.......

SECCIO HISTORICO-ARQUEOLOGICA

Anuaris de I'Institut d’Estudis Catalans.
Anuaris MCMVII-MCMXX., Vols. Ia VI
(VL exkatersi).. ... . ... ... Cadajun
Vol. VII (MCMXXI-MCMXXVI).......
¢+ VIII. MCMXXVII-MCMXXXI.
(En premsa.)

Les Pintures murals catalanes.
( Exhaurits.)
» V. — Sant Sadurni d’Ossormort,
!Sant Marti Ses-Corts i El Brull.
(En premsa.)

Les monedes catalanes, per JoaQuim BOTET
1 S150.

Yol T-II.. o oni e oo X v i Exkaurits.)

L'Arquitectura romanica a Catalunya, per Jo-
SEP PuiG 1 CADAFALCH, A. DE FALGUERA

i J. Gopay.

Vol. I. — Precedents : L'Arquitectura
romana; l’Arquitectura cristiana pre-
TOMANICA, 4 vwons - = 30 -a o Exhauril.)

Vol, IL. — Des del segle 1X a les darre-
riesidel Beple R oo e oy s st

Vol. 1II i darrer. — Els segles X111 XI11.

( Exhaurit.)

Documents per la Historia de la Cultura cata-
lana mig-eval, publicats per A. RuBio 1
LLucH.

Wol) Eprll i e
Yol darrer (e sl o, | SR Ty 5o

Ptes.

60
50

50

Itinerari de Jaume I el Conqueridor, per Joa-
QuiM MIRET I SANS,........ (Exhaurit.)

Les Obres d’Auzias March. Edici6 critica en
dos volums, en vista de tots els manuscrits

i totes les edicions, per AMADEU Pacis. .
Edici6 de 40 exemplars en paper de fil,

Repertori de I'antiga literatura catalana, per
JAUME MAssO 1 TORRENTS.

La Poesia. Vol. I (publicat a despeses
del Sr. Francesc Cambd)............

Diplomatari de I'Orient Catala, per A. Rusio
1 LEDCHE o N (En premsa.)

L'Arquitectura romana a Catalunya, per
J. Puic 1 CADAFALCH. Reedicié ampliada
del vol. I de I Arquitectura romdnica a Ca-
talunya, de J. Puig i Cadafalch, A. de Fal-
guera i J. Goday, part primera.........

L'Arquitectura pre-rominica a Catalunya,
per J. Puic 1 CapAFALCH. Reedicié am-
pliada del vol. I, llibre 11, de I"drquiteciura
romdnica a Calalunya, de J. Puig i Cada-
falch, A. de Falguera i J. Goday. :

(En preparacid.)

Dietari de la Generalitat de Catalunya.
(En premsa.)

Cartulari vell de Poblet. (FEn preparacié.)
ESTUDIS DE BIBLIOGRAFIA LUL-LIANA

I. — L’Edicid6 maguntina de Ramon Llull, pel
Dr, AS GOTTRONE= 20 UM S s

Ptes.

4

Ptes.

24

45

50

L=



11. — Bibliografia de les impressions lul-lianes,
per ELIAS ROGENT i ESTANISLAU DURAN,

Funpacid Concepcid RABELL CIBILS
viDua ROMAGUERA

Gesta comitum Barcinonensium. Textos llati
i catali, per L. BARRAU-DIHIGO i J. MAssO
1 TORRENTS, Gale e d sante atie § %t o 'a L6045 v osdal s

Dietari del Capelld d’Alfons el Magnanim, pu-
blicat i anotat per F. MARTORELL I Tra-
(En premsa.)

B. DEscror : Cronica. Editada i anotada en
col-laboracié amb FERRAN SOLDEVILA, per
JorDI RUBIO....usvu----. (En premsa.)

Libre dels Feyts de Jaume I, editat per Ma-
NUEL DE MoNToLIU, P, Marsilii liber actuum
domini regis Jacobi, editat per XAVIER DE
Saras i ENric Bacuk. Anotacié de FER-
RAN SOLDEVILA,.......... (En premsa.)

MEMORIES

Vol. I (Publicat a despeses de la Insti-
tucié Patxot):

Fasc. I. — PERE Pujol, L'urna d’argent de
sant Ermengol, bisbe d'Urgell............
Fasc. II. — A. Rus16 1 LrucH, Paquimeres i
MUDtRNEr, ... ..ovcinnrranarrsaanriaansy
Fasc. III. — J. MitrLAs 1 VALLICROSA, Docu-
ments hebraics de jueus catalans,.........

Ptes.

25

Fasc. IV. — J. pE C. SErrA-RAroLs, Forma
Conventus Tarraconensis, I. Baetulo-Blanda

Fasc. V. — Leges Palatinae Jacobi II regis
Maioricarum, pel DR. WILLEMSEN.
(En premsa.)
Vol. 11 (publicat a despeses de la Insti-
tucio Patxot):
R. D’ABADAL 1 VINvaLs, Els diplomes caro-
lingis a Catalunya........ (En premsa.)
Vol. IIT (publicat a despeses de la Ins-
titucié Patxot):
J. Puic 1 CabaraLcH, La Geografia i els ori-
gens del primer art romanic,............
Vol. IV:

A. Rusio 1 LiucH, La poblacié de la Grécia
catalana en el segle XIV.................

Vol. V:

Joan BErGOs, L'escultura a la Seu vella de
| 9T, 7 T T el et AU R < (En premsa.)

Vol. VI:
ManveL TreEns, Ferrer Bassa 1 les pintures
de Pedralbes............. (En premsa.)

Vol. VII:

Fraxcesc Prat, Descripcio i estudi d’un
aqiieducte roma descobert a Pineda.
(En preparacio.)

SECCIO FILOLOGICA

Himnes Homérics. Traducci6 en vers de JoaN
MARAGALL, i text .grec amb la traducci6
literal de P. Boscn GIMPERA. (Exhaurit.)

El Génesi, versi6 de I'hebreu segons els tex-
tos originals, i amb anotaci6, de Mn. FRE-
DERIC CLASCAR....&nii. .l s ieian,,

Edicié en paper de fil................

Museu : Hero i Leandre. Text grec amb la ver-
si6 literal en prosa de L. SAGALA i en he-
xametres d’AMBROSI CARRION, duent en
apéndix les traduccions inédites, en vers,
de P. BERTRAN I Bros i J. M. PELLICER
TEPAGRS o il o ;Exhauﬂ'f.)‘

Mireia. Poema provengal de FREDERIC Mis-
TRAL. Traducci6 catalana de MARIA ANTO-
RIASREYAS SNt b ah, ( Exhaurit.)

Tercera edicié.......... (En premsa.)

Ptes.

b
20

El Cantic dels Cantics. Versié de |'hebreu,

per Mn. FREDERIC CLASCAR.......0q..as

Els IV llibres de les Gedrgiques, de Publi Vir-
gili Mard, traduccié en vers per Mn. Lro-
RENG RIBER,...vuaisvrns vodvasvaasvnnany

L’'Exode, versi6é de I'hebreu, per Mn. FREDE-
BIGHCLASCAR Y. ool btiung o Sl i s

Exposicié de 'Ortografia Catalana, extret del
Diccionari Ortogrific de I'Institut d’Estu-
dis Catalans,......conneienniiiiineennn,

Butlleti de Dialectologia Catalana (publicaci6
semestral des de 1913).

Vol. I (abril-desembre 1913),.,........

s II (gener-juny 1914).............
» 1I (juliol-desembre 1914)..........
» III {gener-juny 1916),............

» III (juliol-desem. 1915). (Exhaurit.)

Ptea.

100

150

2°60



Vol. IV (gener-juny 1916). (Exhaurit.)
IV (juliol-desembre 19186) .........
V (gener-desembre 1917)..........
VI (gener-juny 1918),............
VI (juliol-desembre 1918).,......,
VII (gener-desembre 1918),.......
VIII (gener-desembre 1920),,.....
IX (gener-desembre 1921).........
X (gener-desembre 1922),.,........
XI (gener-juny 1923)..............
XI (juliol-desembre 1923).........
XII (gener-desembre 1924),.......
XIII (gener-juny 1925)...........
XIII (juliol-desembre 1925).......
XIV (gener-desembre 1926),......
XV (gener-desembre 1927)........
XVI (gener-desembre 1928),......
XVII (gener-desembre 1929)......
XVIII (gener-desembre 1930).....
XIX (gener-desembre 1931).......
XX (gener-desembre 1932)......,.
>.€, 3 B PR (En premsa.)
XXII (gener-desembre 1934)......

T S R N N W LA i T e s Y R A

BiBrioTEcA FIrorodcica

I. — Documents en vulgar per a I'estudi de la
llengua (segles x1, x11 i X111), per Mn. PERE
510795 i g S, L L ( Exhauril.)

II. — Die Mundart yon Alacant. — Beitrag zur
Kenntnis des Valencianischen, von Dr. PErE
BARNTES 0t G B O SN v

III. — Diccionari Aguilé.
En ristica:
Fasc. Ia X (ITI, IV i V exhaurits). Cada un.

Yols A NGV AW I 00, 0% CNE e »
Relligats:

Yols.o V, V1, VII*i VIIT; ;000 Cada un

En paper de fil. Vols. I a VIII. »

Bibliografia del diccionari Aguild.
(En premsa.)
IV. — La frontera catalano aragonesa, per AN-
TONI GRIERA. Fasc. I....... (Exhaurit.)
V. — Textes catalans avec leur transcription
phonétique, précédés d’un apergut sur les
sons du catalan, per J. ARTEAGA PEREIRA,
ordenats per P. BARNILS............... =
V1. — Estudis romanics. (Llengua i Litera-
tura);evol. s Lot i It e i 1
VIL. — Vocabulari catala-alemany, de 'any
1502, edicié facsimil segons I"inic exemplar
conegut, acompanyada de la transcripcid,
d'un estudi preliminar i de registres alfa-
batichyapeér P S BARNIIRL: =l 7 aodaaiio ®

15
30

VIIL. — Diccionari de rims, de Jaume March,
editat per ~ALGRIBRAT, - il A0 LAkt 2

IX. — Estudis romanics (Llengua i Litera-
para) ol I, U0y i s %

'X. — La versione catalana dell'Inchiesta del

San Graal, secondo il Codice dell’Ambro-
siana di Milano I. 79 sup., publicata da
VINCENZO CRESCINI e VENANZIO TODESCO,
XI. — Diccionari ortografic, redactat sota la
direccié de P. FABRA, president de la Sec-
ci6é Filologica (tercera edici6).
(Exhaurit.)
XII. — Gramitica Catalana, per POMPEU Fa-
BRA - (setena Bdigid) 502 0 S T el

XIII. — Bibliographie élémentaire de I'ancien
provenzal, par J. ANGLADE. — L'article ma-
jorquin et Tarticle roman dérivé de «ipses,
par P. ROKSETH. — Les vocals toniques del
rossellonés, per P. BARNILS. — EI llenguatge
com a fet estétic i com a fet ldgic, per M. DE
MONTORIT T, 0o P i e g e s &

XIV. — Epistolari d’En Mila i Fontanals, cor-
respondéncia recollida i anotada per LLuis
NicolaU D'OLWER, vol. I..coveuvivivasn
I, wel LD e o S e o Tl e

XV.—La Culture des Céréales a Majorque,
pa ‘POROESETH, | 0 ity Dt s

XVI — Notes linguistiques sur I'argot barce-
lonais, par M. L. WAGNER.,e.0v.venennn.

Atlas lingiiistic de Catalunya, per A. GRIERA,

vols T al IV ot o el s e an
Edici6 en paper de fil................
Id, vol. Vi.vvsvvneoo.  (En premsa.)

MEMORIES PUBLICADES
A DESPESES DE LA INSTITUCIO PATXOT

Vol. I:

Fasc. I. — PompEu FABRA, La coordinacid i
la subordinacié en els documents de la Can-
cilleria catalana durant el segle XIV......

Fasc. II. — JoserH ANGLADE, Les Flors del
Gay Saber.,.... s S 3

Fasc. 111. — PauL AeBiscHERr, Etudes de To-
ponymie Catalane.......................
LABORATORI DE FoNkTICA
Estudis fondtles, — I.....................
En diposit:

Primer Congrés Internacional de la Llengua
Catalana. Barcelona, 1908,..............
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» n.° 3 (setembre-desembre).

» II, 1915, n.° 4 (gener-agost) ......

» n.° 5 (setembre-desembre) .

» III, 1916, n.° 6 (gener-desembre). .

» IV, 1917, n.° 7 (gener-desembre). .
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Butlleti d’adquisicions.

AnySl9I BN e Exhaurst.)

~ Anys 1919 a 1922........... Cada un

B. C. Aribau. La Patria. Trobes. F.csimil

" de lautograf de Vautor i d’'una carta

acompanyatoria a F. Renart i Ards, amb

un comentari de Carles Riba. Barcelona,
19337

Edici6 de 150 exemplars, dels quals so-

lament 50 han estat posats a la venda.

Cataleg de 1a Col'leccié Cervantica Bonsoms,
per JoAN GIVANEL I Mas.
Vol L IB00-1800) 1 s s i o T
Edici6 de 40 exemplars numerats
pRperrdertil. Brs et il b
Vol 1E(1801:1879). oo Ho iy vl
Edicié de 40 exemplars numerats en
papersde ile. b oon T, Tl
Vol RIS (2880100 5) S n s e o
Edici6 de 40 exemplars numerats
Yot L S e R

Publicacions del Departament de Misica de la
Biblioteca de Catalunya.

Vol. I. — Els Madrigals i la Missa de Di-
funts d'En Brudieu. Transcripei6 i no-
tes historiques i critiques per FeLp
PeDRELL i Mn. HIGINI ANGLES, prev.

Vol. II. — Catileg dels manuscrits musi-
cals de la Col-leccié Pedrell, per mos-
sén HIGINI ANGLES,,... (Exhaurit.)

Barcelona, mare del 1935

iadly Ptes.
Vol. III. — Iohannis Pujol (1573-1626). In
1°50 alma Cathedrali Barcinonensi cantus
3 Magistri Opera Omnia nunc primum
1°50 in lucem edita cura et studio HyGINit
4 ANGLES, pbri. Vol. I : In festo Beati-
2 Genrgiia sy i e e b e 20
5 Vol. IV. — Musici organici Iohannis Ca-
10 banilles (1644-1712). Opera Omnia nunc
20 in lucem edita cura et studio HyGINII
30 ANGERS Ipha. Mol 1, sl Doy, 20
30 Vol. V. — El Canto Mozérabe. Estudio
histérico-critico de su antigiiedad y
estado actual, por Casiavo Rojo y
GERMAN PrADO, monjes de Silos,
OIESERIRY L LD oyl far A s 15
050 4 Eg
Vol. VI. — El codex polifonic de Las
Huelgas (Burgos) dels segles xri-xiv.
Facsimil, transcripcié i estudi per mos-
sén HIGINI ANGLES, 3 vols........... 300
Vol. VII. — Iohannis Pujol (1573-1626)
Opera Omnia... cura et studio HyGI-
Nir"ANGLES: vol. 1T .ont il i 20
75 -Vol. VIII. — Musici organici Iohannis
Cabanilles (1644-1712). Opera Omnia
nunc lucem edita cura et studio Hy-
cINIl ANGLES, pbri. Vol. IL.......... 20
20 Vol. IX. — Antoni Soler (1729-1783). Sis
quintets per a instruments d’arc i or-
40 gue o clave obligat. Transcripei6 i re-
30 visi6 per ROBERT GERHARD. Introduc-
cié i estudi d’HIGINI ANGLES, prev... 30
50 Vol. X. — La Musica a Catalunya fins al
40 s. X111, per H. ANGLIS, prev. ( En premsa.)
Vol. XI. — Celos aun del aire matan.
60 Opera del siglo xvir. Texto de Calde-
ron y muisica de Juan Hidalgo, por
JORK: SUBIRA S0 G R S 10
Vol. XII. — El “Villancico” i la Cantata
de! segle xvIiI a Valéncia, per VICENG
RipoLLES, prev....... (En premsa.)
20 En diposit:
Catileg de la Biblioteca musical de la Dipu-
taci6 de Barcelona, per FELIP PEDRELL
K2 oS )L e s R T e R E 65
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